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CUVÂNT ÎNAINTE, 


Cerinţele care se pun la ora actuală în fata inginerului mecanic privind 
calculul modern de proiectare pentru durate de viaţă limitate precum şi modul 
în care trebuie să ia decizii în cazul evaluării si reevaluării rezervei de viaţă 
pentru о serie de echipamente şi utilaje impun o pregătire de înalt nivel în 
domeniul mecanicii solidului deformabil. 

Din acest punct de vedere însuşirea disciplinei de Rezistenţa materialelor 
constituie o condiție necesară dar nu si suficientă. 

Dacă în cadrul primelor realizări tehnice conceptul empiric a fost 
dominant, Rezistenţa materialelor a fost prima disciplină care a pus bazele 
calculului de dimensionare şi verificare luând în considerare condiţiile de 
rezistenţă şi rigiditate în dependenţă directă cu aspectele economice. 

Teoria elasticității şi plasticității a ridicat la un nivel superior aceste 
calcule şi a permis evaluarea stărilor de tensiune şi deformafie pentru elemente 
de rezistență şi structuri cu forme şi solicitări dintre cele mai diverse. 

Realizarea unor echipamente la care se impun condiţii de siguranță 
deosebite (centrale nucleare, aeronautică etc.) precum şi introducerea noilor 
materiale аи impus luarea ín considerare a discontinuitdfilor de material 
(fisuri) care sunt inerente condiţiilor de elaborare a materialelor sau pot să 
apară după anumite perioade de funcționare a acestora. 

Analiza stării de tensiune la várful fisurii a permis introducerea unor 
parametrii (factorul de intensitate al tensiunii К, integrala J etc.) care 
caracterizează evoluția acestuia, coeficientul de concentrare al tensiunilor 
devenind inoperant. Mecanica ruperii este disciplina care abordează calculul în 
domeniile liniar şi neliniar al mediilor cu fisuri. 

Modul deosebit de abordare al calculului pe baza coeficientului de 
siguranță în Rezistenţa materialelor şi în Mecanica Ruperii este evidenţiat în 

figura de mai jos. 
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Faptul сй о serie de echipamente şi instalaţii proiectate ре baza 
conceptelor Rezistenței Materialelor au prezentat pe parcursul multor ani 
durabilităţi ridicate, s-a datorat în principal utilizării în calcule a unor 
coeficienţi de siguranţă C mari care au fost acoperitori şi din punctul de vedere 
al mecanicii ruperii. 

Evident că la ora actuală calculele de dimensionare se fac pe durate 
limitate astfel încât domeniul aplicaţiilor inginereşti a fost mult extins. 

În afară de cele de mai sus, calculele trebuie să aibă la bază analiza şi 
evoluția în timp a fisurilor luând în considerare solicitările variabile specifice 
condițiilor de funcţionare ale instalaţiilor şi echipamentelor. Aceasta implică 
elaborarea unor programe de calcul complexe prin care se urmăreşte evoluția 
în timp a fisurii până când aceasta atinge o valoare critică. 

Elaborarea unor astfel de programe, de propagare a fisurilor implică 
cunoaşterea stării de tensiune la várful fisurii pentru fiecare ciclu de solicitare 
în dependenţă directă cu schimbarea proprietăţilor materialului în volume 
limitate. Pentru aceasta sunt necesare cunoştinţe din: teoria elasticităţii, teoria 
plasticitátii, mecanica ruperii, fizica metalelor, metode numerice, studiul 
materialelor etc. 

Pe baza acestor concepte am considerat utilă prezentarea în cadrul 
cursului de Rezistenţa Materialelor a unor capitole de iniţiere referitoare la: 
mecanica ruperii, elemente finite, materiale compozite, precum şi reluarea 
capitolului de solicitări variabile cu o serie de elemente noi. 

Toate capitolele au incluse multe aplicaţii numerice pe care le 
considerăm deosebit de utile pentru înțelegerea acestor probleme noi. 


Timişoara 12 septembrie 1997 


Autorii 


Cap.I. CALCULUL DE REZISTENȚĂ LA 
SOLICITARI VARIABILE 


I.1.Generalitàáti 


Practica inginereascá a dovedit cá piese si structuri portante 
supuse unor sarcini variabile se pot rupe în serviciu, deşi 
tensiunile maxime care se induc în acestea sunt inferioare 
rezistenţei la rupere sau chiar limitei de elasticitate a materialului. 
Acest aspect inițial neclar s-a numit oboseală (fatigue, ustalosti) şi 
el afectează în general orice material atunci când este supus unor 
sarcini variabile. Ca exemple putem aminti: echipamentele 
aeronautice, sistemele de rulare ale autovehiculelor, elicele 
navelor, rotoarele turbinelor, recipienti sub presiune etc. Prin 
oboseală sau degradare prin oboseală se înțelege modificarea în 
timp a proprietăților materialelor sub acțiunea unor cicluri a căror 
repetare conduce în final la ruperea pieselor realizate din aceste 
materiale. Dintre proprietățile fizice ale metalelor care se 
modifică în timp sub acţiunea sarcinilor variabile se pot aminti: 
rezistența electrică, permeabilitatea magnetică,  histerezisul 
mecanic, capacitatea de amortizare, modulul de elasticitate, 
coeficientul de dilatare etc. Procesului de degradare prin oboseală 
îi este caracteristic faptul cá deformatiile plastice se localizează în 
jurul unor defecte sau vârfurile unor fisuri, măsurarea acestora 
fiind extrem de dificilă. Ruperea prin oboseală are un caracter 
progresiv ,,mascat" , piesa sau structura de rezistenţă funcționând 
normal până când fisura s-a extins pe o anumită lungime, moment 
în care se declanşează ruperea finală prin suprasolicitarea 
materialului din secțiunea rămasă. 

Durata de viaţă a unei piese se apreciază de obicei prin 
numărul de cicluri N până la ruperea finală. 


I.2.Cicluri de solicitare şi caracteristicile lor. 


Totalitatea valorilor pe care le ia tensiunea într-un punct al 
unei piese în decursul unei perioade determină un ciclu de 
solicitare. 

Ciclurile de solicitare pot fi cicluri deterministe când 
tensiunea se exprimă prin relații explicite de timp şi cicluri 
aleatoare când tensiunea nu mai este definită printr-o expresie 
matematică explicită. 

În categoria ciclurilor deterministe intră şi ciclul sinusoidal, 
la care variaţia în timp a tensiunii este dată de ecuația: 

с=с, +o, sin(ot+o) (1.1) 
unde: 

c, -tensiunea medie а ciclului 

c, -amplitudinea ciclului 

œ -pulsatia 
Ф -faza iniţială în raport cu originea timpului. 

Un ciclu de solicitare sinusoidal în reprezentare temporală 

(variația în timp) este indicat în figura 1.1. 


Fig. 1.1 


Intrucât pe toată durata de aplicare a solicitării variabile 
tensiunile variază între aceleaşi valori: c,,, $1 c,,,, un asemenea 
ciclu este considerat un ciclu staționar. In cele ce urmează se vor 


prezenta cu precădere particularitátile calculului la solicitări prin 
cicluri staționare. 


Elementele unui asemenea ciclu de solicitare sunt: 
-tensiunea maximă, O 20, +O, 
-tensiunea minimă, O min 20, —0, 
; З с O gin 
-tensiunea medie, o, = == 
"en . ; o 
-amplitudinea ciclului, o, = 


o 


min 


-coeficientul de asimetrie, R = 


_1-R 
1+R 


-— ; ; o, 
-caracteristica ciclului, p = m 


m 


Dupá cum se vede un ciclu sinusoidal se caracterizeazá printr- 
o componentă statică, с, şi o componentă variabilă o,. 
Ciclurile de solicitare se pot clasifica după mai multe 
criterii. În funcţie de valorile relative ale celor două componente 
se disting următoarele tipuri de cicluri: 


-cicluri simetrice c,-0 : =—1 
-cicluri alternante 0<с, <с, ; —1<К<0 
-cicluri pulsante c,7-0, ; К=0 
-cicluri oscilante G SO, ; O<R<I 


În figura 1.2 sunt prezentate aceste cicluri de solicitare în 
coordonatele: o —t şi o—&. Unui ciclu de solicitare tracțiune- 
compresiune, în coordonatele o-s îi corespunde o buclă, 
denumită buclă de histerezis (fig. 1.2). 

În cele mai multe cazuri, variaţia în timp a tensiunilor este 
aleatoare pe toată durata de funcţionare a unui echipament sau 
instalaţii. 

În figura L3 se prezintă un ciclu aleator obţinut prin 
înregistrarea tensiunilor într-un punct al punţii din spate de la un 
automobil care se deplasează pe un drum pietruit. 

Pe baza acestor spectre reale înregistrate în serviciu, se 
realizează programe de încercări în laboratoare, în vederea 
determinării rezistenţei în exploatare. 


Cicluri 
simetrice 


Cicluri 
alternante 


Cicluri 
pulsante 


Cicluri 
oscilante 


Fig. 1.2 


Asemenea programe au căpătat o largă aplicaţie la proiectarea 
structurilor din domeniul aviaţiei, autovehiculelor, unde au fost 
identificate spectrele de solicitare specifice diferitelor elemente 
care alcătuiesc structura (corpul, aripile avionului etc.). 
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Fig. 1.3. 


I.3.Bazele fizice ale degradării prin oboseală a 
metalelor 


Procesului de degradare a metalelor la solicitări variabile îi 
sunt caracteristice în general trei etape: 

- inițierea fisurii 

- propagarea fisurii 

- ruperea finală 


1.3.1. Iniţierea fisurii de oboseală. 

Evaluarea cát mai exactă a durabilitátii unei piese supusă la 
solicitări variabile, depinde de capacitatea de a aprecia cât mai 
corect numărul de cicluri care precede inițierea fisuri. 

O serie de cercetări experimentale au arătat că această etapă 
este extrem de importantă, durata ei putând reprezenta până la 
90% din durata de viaţă a unei piese. 

Iniţierea fisurii de oboseală poate fi apreciată, fie pe baza 
evoluției microstructurale a materialului sub acţiunea sarcinilor 
variabile, fie prin luarea în considerare a apariției microfisurii. 
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În cele mai multe cazuri, iniţierea fisurii se consideră etapa 
în decursul căreia într-o structură care nu prezintă defecte şi care 
este supusă unor sarcini variabile apare microfisura care în final 
va conduce la ruperea structurii. Noţiunea de microfisură este 
dependentă de aparatura folosită pentru detectarea ei. În lipsa 
unui acord general privind definirea acestei etape, multi autori 
acceptă ca număr de cicluri N; necesar inițierii fisurii numărul de 
cicluri pentru care fisura atinge lungimea de = 0,1 mm. Această 
lungime a fisurii poate fi în general uşor detectată cu mijloacele 
moderne de măsurare şi este comparabilă cu dimensiunile unor 
defecte sau chiar cu dimensiunile gráuntilor cristalini ai unor 
oţeluri.În plus de aceasta, o dată cu atingerea acestei lungimi 
fisura prezintă o creştere lentă din aproape în aproape, denumită 
propagare stabilă şi care reprezintă a doua etapă a degradării prin 
oboseală. Deşi bazele fenomenelor fizice ale acestei etape sunt 
analizate la disciplina de Ştiinţa Materialelor în cele ce urmează 
vom prezenta numai unele aspecte absolut necesare pentru 
lămurirea modului de apariție a microfisurii la sarcini variabile. 

După aplicarea unui anumit număr de cicluri în unii gráunti 
apar benzile de alunecare. Aceste benzi persistente sunt 
caracteristice oboselii şi ele au un rol esenţial în procesul de 
degradare a metalelor în condiţiile unor sarcini variabile. 

La unele metale benzile de alunecare conduc la amorsarea 
primelor fisuri prin mecanismele de extruziune-intruziune. Unele 
din aceste microfisuri amorsate în prelungirea unei intruziuni sau 
în lungul unei linii de alunecare în funcție de material, se extind 
în planul de alunecare unde ele au apărut inițial. Extinderea 
acestora se face de obicei transgranular, cu o viteză relativ 


o 
scăzută de ordinul a câțiva A pe ciclu, orientarea lor este tipică 
unui proces de alunecare (fig. 1.4). Dintre aceste microfisuri 
amorsate, una le depăşeşte pe celelalte, ea estompând extinderea 
celor învecinate ca urmare a unui efect de descărcare. Extinderea 
acesteia în planul de lunecare se produce până când propagarea ei 
începe să fie controlată de tensiunea normală maximă (fig. 1.4). 
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Extinderea acestor microfisuri amorsate în benzile de alunecare 
este apreciată de Forsyth ca primul stadiu de propagare a fisurii 
de oboseală (fig.I.4) [1]. 


1.3.2. Propagarea fisurii de oboseală 


Microfisura astfel formată, a cărei extindere este acum 
controlată de tensiunea normală maximă, începe să se propage 
după o direcţie perpendiculară pe aceasta. În această etapă 
deformatiile care însoțesc fiecare ciclu de solicitare se localizează 
la vârful fisuri rezultând în general o creştere lentă. 

Pe măsură ce fisura se extinde poate să apară o accelerare a 
procesului de fisurare. Evident că în funcţie de nivelul tensiunii 
normale maxime pot să apară şi perioade de oprire a propagării, 
acestea fiind favorizate de prezenţa unor obstacole cum ar fi 
limitele unor gráunti în care planele de alunecare au orientări 
nefavorabile. 

Cele mai multe studii experimentale au fost concentrate 
asupra acestei etape, stabilindu-se o serie de ecuaţii prin care 
viteza de propagare a fisurii este corelată cu: nivelul tensiunii 
aplicate, cu factorul de intensitate a tensiunii şi o serie de 
constante de material. Această a doua etapă este considerată de 
Forsyth ca stadiul II de propagare a fisurii (fig.1.4). 


1.3.3. Ruperea finală 


În momentul în care fisura, în cursul extinderii ei, atinge o 
anumită lungime critică se declanşează ruperea finală, care este în 
general o rupere statică. Cele prezentate mai sus se justifică şi 
prin aspectul specific al secţiunii unei piese rupte prin oboseală 
(fig.1.5). În secţiunea unei piese rupte prin oboseală se disting 
două zone, o zonă cu aspect lucios care corespunde ruperii în 
timp şi o zonă cu aspect gráuntos care corespunde ruperii finale 
(fig.I.5). 
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Fig. 1.5. 


1.3.4. Importanța relativă a etapelor de initiere si 
propagare а fisurii asupra duratei de viaţă la oboseală 


Importanţa relativă a celor două etape asupra duratei de 
viaţă depinde de: amplitudinea tensiunii, geometria piesei, natura 
materialului, temperatură şi condiţiile de solicitare anterioare. 
Influenţa acestor factori poate fi analizată prin prisma raportului 


N, 
[4 „unde: 


№, - numărul de cicluri necesar inițierii fisurii 

N - numărul total de cicluri până la rupere 
N=N, +N т (1.2) 
№ - numărul de cicluri necesar propagării fisurii. 


In figura 1.6 este indicată variația amplitudini tensiunii o, 


| Š i 7 ^ : М. 

şi numărul total de cicluri N în funcție de raportul 4 Se 
observă că prin reducerea amplitudinii ciclului o, şi o dată cu 
creşterea numărului total de cicluri până la rupere N se extinde 
etapa de inițiere a fisurii, respectiv raportul JA creste. 


Cercetările efectuate de Grosskreutz, au mai evidențiat, [2],: 
-introducerea unui concentrator de tensiune (crestătură) 


reduce considerabil raportul кы 
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-la materialele la care amorsarea microfisurii se face în 


. N, A 
benzile de lunecare, raportul A creşte când temperatura scade; 
-dacă într-un material se introduc tensiuni remanente de 


T" N, 
compresiune printr-o ecruisare superficialá, raportul A creşte. 


1.4.Curba de durabilitate la oboseală 


Metoda de bază pentru analiza comportării metalelor la 
solicitări variabile o constituie încercarea pe epruvete netede la 
solicitări ciclice cu amplititudine constantă. Cea mai simplă 
încercare la oboseală este încercarea la încovoiere rotativă. În 
figura 1.7 se prezintă schema unei maşini pentru încercări la 
încovoiere rotativă sub acţiunea unui moment constant. În timpul 
mişcării de rotaţie a epruvetei, tensiunea normală într-un punct 
oarecare de pe conturul unei secțiuni, variază după un ciclu 
simetric. 
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Fig. 1.7. 
Astfel tensiunea în punctul M este dată de relația lui Navier: 
M;-y 
gz— —- (1.3) 
1, 
т.4° | 
dar: M, = F.]; I, = 64 Y7 ; p=ot, 


De unde rezultă: 


32.H , 
= та? sin ot (1.4) 
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Se vede deci са la o rotație completă în orice punct de pe 
conturul unei secțiuni, tensiunile care se induc variază după un 
ciclu simetric la care: 
32.Fl M, us 

o (L5) 

Pentru ridicarea unei curbe de durabilitate la obosealá sau a 
unei curbe Wohler respectiv curba R.R. More este necesar sá se 
facá incercári pe mai multe epruvete identice. Astfel din lotul 
considerat de epruvete, se 1а о primá epruvetá care se incarcá 
astfel încât tensiunea maximă să fie cu puţin mai mică decât 
rezistenţa la rupere a materialului К, . 

Se lasă această epruvetă să se rotească până la rupere, când 
se citeşte la contorul de ture numărul de cicluri până la rupere N. . 
Se ia apoi o a doua epruvetă care se încarcă astfel încât tensiunea 
maximă să fie mai redusă decât cea obținută la încărcarea 
anterioară. Numărul de cicluri până la rupere în acest caz va fi 
N,>N,. La fel se procedează şi cu restul de epruvete. 
Reprezentând perechile de valori Gmax = М se obţine curba de 
durabilitate la oboseală a materialului corespunzător unui ciclu 


O max = Oa T 


simetric de incovoiere (R = —1), (fig.I.8). 
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În figura 1.8 s-a reprezentat o curbă de durabilitate specifică 
otelurilor cu rezistență redusă la încercări în medii necorozive. La 
asemenea oţeluri se constată că această curbă tinde asimptotic 
spre o anumită valoare a tensiunii maxime notată cu Og (R- 
coeficientul de asimetrie al ciclului). 

Această tensiune maximă la care epruveta nu se rupe oricât 
de mult ar fi solicitată poartă denumirea de limită la oboseală. 
Limita la oboseală a unui oţel se notează cu © sau Т funcție de 
solicitare, însoțite de doi indici. Primul indice indică coeficientul 
de asimetrie R al ciclului iar al doilea tipul solicitării. La 
încovoiere nu se mai indică solicitarea, deci notația limitei de 
oboseală este O urmat de coeficientul de asimetrie R. Dacă ciclul 
este simetric atunci rezistența la oboseală la încovoiere se va nota 
cu б, . La materialele care prezintă limita la oboseală, 


încercările se limitează la un număr de cicluri N 9 , denumit număr 
conventional de cicluri. Acest număr poate fi 10“cicluri, 
2-10“ cicluri sau 10” cicluri. La o serie de metale, aliaje, oţeluri 


călite şi la toate metalele în medii corozive, curba de durabilitate 
la oboseală are o alură continuu descrescătoare (fig. 1.9). 
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În asemenea condiţii nu se mai defineşte limita de oboseală ci 
rezistența la oboseală convențională o, ca valoarea tensiunii 
maxime corespunzătoare unei anumite durabilitáti N, de exemplu 
2-10 sau 10° cicluri pentru aliaje uşoare. Este evident că limita la 
oboseală reprezintă de fapt rezistența la oboseală Ow,, la acele 


materiale la care curba de oboseală nu are o alură descrescătoare. 
Acesta este motivul pentru care în general se vorbeşte despre 
rezistenţa la oboseală, aceasta înglobând şi noţiunea de limită de 
oboseală. În mod analog se trasează curbele de durabilitate de 
oboseală şi pentru cicluri nesimetrice luând pe ordonată tensiunea 
maximă a ciclului. Aceste curbe păstrează forma curbelor trasate 
pentru cicluri simetrice. Încercările clasice la oboseală dau o 
informatie globală asupra durabilitátii unui material (iniţierea 
fisurii + propagare + rupere). În figura 1.10 sunt reprezentate 
curbele de durabilitate la oboseală сах = N, separat pentru 
etapa de inițiere şi de propagare, evidențiind mai clar mecanismul 
degradării prin oboseală. 


— 
== — -— L — п 


d 
© 
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= 
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= 
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mam Total 


Numărul de cicluri N 


Fig. 1.10. 


Dacă la acelaşi nivel de solicitare, respectiv la aceeaşi tensiune 
maximă se încearcă mai multe epruvete se constată că rezultatele 
nu se reproduc (fig. 1.11). 


19 


În figura 1.11 sunt indicate intervalele de dispersie ale 
numerelor de cicluri la mai multe nivele de solicitare în cazul 
încercării la tracțiune simetrică pentru un aliaj de aluminiu 7075- 
T6, folosind epruvete cu crestături [3]. 


Min. 2 7 | 


Media 


| | | | | 
10“ 105 10° 107 10? 
Numărul de cicluri N 


Fig. 1.11. 


Dispersia se datoreşte nu numai tehnicii de încercare dar şi 
însuşi modului de desfăşurare în timp a mecanismului de 
degradare prin oboseală. 

Din acest motiv, de obicei, se trasează mai multe curbe de 
durabilitate, fiecărei curbe corespunzâdu-i o anumită probabilitate 
de supravieţuire sau o anumită probabilitate de rupere (fig.I.12). 

În figura 1.12 sunt indicate curbele de durabilitate la 
oboseală pentru cinci probabilității de rupere obținute la 
încercările aliajului de aluminiu 7075-T6 folosind epruvete fără 
crestături [4]. În cele ce urmează vom prezenta modul de stabilire 
a duratei de viaţă anticipată, pentru un anumit nivel de încredere 


Y şi pentru o anumită probabilitate de supravieţuire р [5]: 
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10° 


Numărul de cicluri N 


Fig. 1.12. 


durata de viaţă (y,p)= x—q:s 
unde: 


-abaterea medie patratică, 


10° 


(1.6) 


(1.8) 


x-reprezintă numărul de cicluri până la rupere la o anumită 


tensiune maximă. 
n- numărul de epruvete încercate 


la aceeaşi tensiune maximă. 


q- este o funcție de nivelul de încredere Y [96] de 


probabilitatea de supraviețuire р[%] 


şi de numărul n de epruvete 


folosite pentru determinarea lui x şi s. 
Valorile lui q sunt indicate în tabelul I.1, presupunând o 


distribuţie normală. [6] 
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În particular, nivelul de încredere y , depinde de importanţa 
piesei componente în ce priveşte integritatea ansamblului din care 
face parte. 

La piese şi elemente de mare importanţă, se lucrează cu 
valori ridicate ale Іш Y . După cum se vede din tabelul I.1, q 
creşte pe măsură ce nivelul de încredere şi probabilitatea de 
supravieţuire devin mai ridicate şi scade odată cu creşterea 
numărului de valori test din cadrul populației date. 


Aplicația 1.А.1 


Luând în considerare curbele de durabilitate la oboseală din 
figura 1.12, presupunem că la tensiunea maximă de 315 MPa s-au 
încercat 10 epruvete. În urma acestor încercări s-au obţinut 
următoarele numere de cicluri până la rupere: 19200 ; 17700 ; 
17600 ; 17100 ; 16400 ; 16300 ; 16100 ; 16000 ; 15900 şi 15400. 
Pentru această tensiune maximă să se calculeze durata de viață 
anticipată la un nivel de încredere de 95% , astfel ca 99,9% dintre 
epruvetele încercate să nu se rupă. 


Tabelul 1.1 


95- 99 99,9 


4 0,739 1,419 1,830 2,601 3,464/1,256|2,134 2,680 3,726 4,910 
6 0.712 1.360 1,750 2.483 3,304 1,087 1,860 2.336 3,243 4,273 
8 10,701 1,337 1,719 2.436 3.239 1.010 1.740 2,190 3,042 4,008 
10 0,694 1,324 1.702 2.411 3.205 0.964 | 1,671|2,130, 2,927 3,858 
12 0.6911.316 1.691 2,395 3,183 0,933 1.6242.048 2,851 3,760 
15 0,688 1,308 1,680 2,379 3,163 0,899 1,577 1.991 2.776 3,661 
18 0,685 1,303 1,674 2.370 3.150 0,876 | 1,544 1,951/2,723 3,595 
20 0.684 1,301 1,671 2.366 3,143 0,865 1.528 1.933 2,697 3,561 
25 /0,68211,29711,66612,357/13,132/0,84211,496/1,895/2,647 3,4977 
y = 0,90 y = 0,95 
4 /|1,9723,187,3,957 5,437 7,128 2,619 4,163 5,145 7,042 9,215 
6 11,540 2,494,3,091,4,242/5,556 1,895 3,006 3,707 5,062 6,612 
8 11,3602,219 2,755 3,783 4,955 1,617 2,582 3,188 4,353 5,686 
10 1,257|2,065|2,568| 3,532 4,629 1,465 2,355 2,911 3,981 5,203 
12 1,188 1.966 2.448 3,371 4,420 1,366 2,21012,736 3,747 4,900 
15 1.119 1.866 2.329 3,212 4,215 1,268 2,068 2,566 3,520 4,607 
18 1,071 1,8002,249 3,106 4,078 1,200 | 1,974 2,453 3,370 4,415 
20 1.046 1,765 2,208 3,056 4,009 1,167 1.926 2,396 3,295 4,319 


22 


25 0,999 1,702 2,132 2,952 3,882 1,103 1,838 2,296 3,158 4,143 


Din ecuaţiile (1.7) şi (1.8) se obţine media şi abaterea medie 
patratică: _ 
x = 16770 cicluri 
s = 1135 cicluri 
Din tabelul 1 corespunzător lui y=0,95 si р=99,9% la 
epruvete încercate se obține q=5,203. În aceste condiţii durata de 
viaţă anticipată se poate calcula aplicând ecuaţia (1.6): 


durata de viaţă(y,p)=16700-5,203-1135=10798 cicluri. 


Curbele de oboseală în accepțiunea obişnuită corespund în 
general unei probabilitáti de supravieţuire sau de rupere р=50%. 
Asupra acestora vom insista în cele ce urmează. 

De obicei, curba de durabilitate la oboseală se reprezintă în 
coordonate dublu logaritmice în special pentru durabilitáti mai 
mari decât 10“*cicluri, când se constată că aceasta devine o 
dreaptă a cărei ecuaţie poate fi scrisă sub forma: 

log Omax = b:logN+C, (1.9) 
unde b, C -constante de material. 

La otelurile care prezintă limita de oboseală, această dreaptă 
se continuá cu o linie orizontalá. Їп figura 1.13 este indicatá sub 
formă completă diagrama de durabilitate la oboseală їп 
coordonate dublu logaritmice pentru otelul normalizat UNS 
G41300 pe baza încercărilor la tracțiune cu cicluri simetrice, [22]. 

Trebuie reținut cá N=1 corespunde unui ciclu de solicitare, 
deci când sarcina are inițial o alternanță pozitivă revenire zero, o 
alternanță negativă şi iarăşi revenire la zero. 

La o tensiune corespunzătoare rezistenţei la rupere, ruperea 
se produce însă după prima alternanță şi deci N=1/2, ceea ce de 
fapt corespunde unei încercări clasice la tracțiune. Analizând 
diagrama din figura 1.13, se vede cá se pot evidentia următoarele 
domenii: domeniul durabilitátilor mici (oboseala oligociclicá 
pentru numere de cicluri cuprinse între №1/2 şi N=10* cicluri si 
domeniul durabilitátilor mari sau domeniul oboselii la număr 
mare de cicluri pentru N >10° cicluri. 


max 
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Zona durabilitátii Domeniul | 
limitate durabilitátilor 


Domeniul Zona 
oligociclic durabilitătii 


Numărul de cicluri N 


Fig. 1.13. 


În domeniul durabilititilor mari se distinge zona 
durabilitátilor lmitate şi zona durabilitátilor nelimitate. Numărul 
de cicluri care separă cele două zone este cuprins între 10° şi 107 
cicluri. 

Pe baza celor prezentate se vede că încercările pentru 
determinarea limitei la oboseală sunt în general costisitoare $1 nu 
sunt la îndemâna oricărui laborator. Cea mai mare cantitate de 
date experimentale prezentate în literaturá se referă în general la 
încercările de încovoiere rotativă şi încercările la tracţiune statică. 
Acest volum mare de date experimentale au permis evidenţierea 
unor corelaţii între aceste seturi de rezultate experimentale 
(fig.I.14), [8]. 

În figura 1.14 sunt reprezentate rezultatele experimentale 
obținute la încercările a peste 120 de oțeluri. Figura 1.14 
sugerează observația că limita la oboseală la încovoiere rotativă 
O ,, este cuprinsă între (0,35-0,65)R, pentru otelurile la care 
R <1400 MPa. Pentru К„>1400 MPa apare o împrăştiere mai 
pronunţată, dar corelatia observată nu mai este valabilă pentru 
o , >700 MPa. 
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Fig. I.14. 

În literatură sunt date indicaţii privind influența 
microstructurii asupra raportului c ,/ R. .[9]. Pentru aplicații cu 
scop didactic limita de oboseală la încovoiere rotativă o ,, poate 
fi stabilită aproximativ pe baza datelor din figura 1.14 după cum 
urmează: 


O ,-0,5 R. pentru К, «1400 MPa 


O ,—700 MPa pentru К„>1400 MPa (I.10) 

Cele de mai sus au fost confirmate si de rezultatele 
incercárilor la obosealá efectuate de ISIM-Timisoara in cazul 
otelurilor carbon de calitate în stare normalizatá şi îmbunătățită 
[11]. Evident cá aceste date au un caracter informativ, iar un 
inginer in proiectare, trebuie sá se bazeze pe datele experimentale 
obtinute prin incercárile la obosealá pe materialele care se 
folosesc in constructia echipamentului sau instalatiei respective. 
Trebuie subliniat cá utilizarea datelor experimentale obtinute prin 
incercári directe pe materialele utilizate constituie o necesitate si 
nu o optiune. 
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1.5.Oboseala metalelor în domeniul durabilitátilor 


mici (oboseala oligociclică) 


În acest domeniu, numărul de cicluri fiind redus şi nivelul 
tensiunii maxime aplicate fiind ridicat, la fiecare ciclu de 
solicitare vor apare deformatii plastice ciclice. Pentru studiul 
oboselii la numere mici de cicluri este necesar ca initial să se 
prezinte unele aspecte privind investigarea comportării 
materialelor supuse la deformatii ciclice. 


În domeniul durabilitátilor de până la 10? cicluri, de regulă 
încercările la oboseală se execută pe epruvete netede supuse la 
solicitări axiale  (intindere-compresiune) unde  deformatiile 
specifice ciclice € pot fi uşor măsurate şi controlate prin 
tensometrie electrică rezistivă. 


1.5.1 Diagrama _ caracteristică _o-—e_la solicitări 
ciclice 


Diagrama caracteristică tensiune-deformatie la solicitări 
ciclice poate să difere substanțial de cea obținută la încercarea de 
tracțiune statică. 

Experiențele arată că solicitarea axială peste limita de 
curgere a unei epruvete dintr-un metal având aceleaşi proprietăți 
la tracțiune ca şi la compresiune, are ca efect reducerea limitei de 
curgere la solicitarea de semn contrar. Acest efect este cunoscut 
sub numele de efectul Bauschinger (fig.I.15). 

Din figura L15 se vede că la o epruvetă solicitată la 
tracţiune peste limita de curgere (OAB) şi apoi descărcată (BD) 
şi solicitată apoi la compresiune (DCB `), curgerea se produce în 
punctul C astfel încât с.<с,. Unui ciclu complet de întindere- 
compresiune îi corespunde după cum se vede o buclă închisă 
denumită buclă de histerezis (fig. 1.16). 
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Fig. 1.15. 


Fig. 1.16. 


In cazul repetării aceluiaşi ciclu de întindere-compresiune, 
buclele de histerezis care se obţin în continuare nu se suprapun. 
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Dacă solicitarea se face în condițiile impunerii unei 
deformatii specifice alternant simetrice, punctele de întoarcere, 
corespunzătoare schimbării de semn a solicitării se deplasează de 
la un ciclu la altul márindu-si ordonata c sau micsoránd-o, (fig. 
ЕТ); 


T i Alternanta 1 
_ [ Alternanta 3 
АШ) 4—— Alternanta 5 
> 
Ас O f Ё 
Alternanta 4 
5 “А 
As ә 
Alternanta 2 Ag — —» 
Fig. I.17. 


Materialele la care pe măsura aplicării ciclurilor de 
solicitare, tensiunea creşte se numesc materiale cu ecruisare 
ciclicá iar celelalte materiale cu inmuiere ciclicá. Dupá aplicarea 
unui anumit număr de cicluri la ambele tipuri de materiale apare 
un fenomen de saturare, când variațiile de tensiune de la un ciclu 
la altul devin nesemficative, bucla de histerezis stabilindu-se. 

Diagrama caracteristică o — € la solicitări ciclice este curba 
care se obţine prin unirea punctelor de întoarcere ale buclelor de 
histerezis stabilizate. Pentru ridicarea unei asemenea diagrame se 
iau mai multe epruvete identice, din acelaşi material, fiecare 
dintre acestea fiind încercate la cicluri simetrice cu amplitudinea 
deformatiei constantă, înregistrându-se pentru fiecare bucla de 
histerezis stabilizată. Amplitudinea deformatiilor se păstrează 
constantă la încercările pe o epruvetă, dar de la o epruvetă la alta 
acestea sunt crescătoare până la rupere. Unind punctele de 
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întoarcere ale buclelor de histerezis stabilizate, obținute pentru 
fiecare epruvetá se obține diagrama caracteristică ciclică o-€, 
(fig. 1.18). 

Această metodă este cea mai precisă, deşi după cum se vede 
necesită un număr mare de epruvete şi un timp considerabil 
pentru încercarea lor. 


Curba caracteristică o — € 


Diagrama ciclică s-e 


€ 


Bucle de histerezis 
stabilizate 


Fig. 1.18. 


În figura 1.18. s-a indicat comparativ pe lângă diagrama 
ciclică o — € şi curba caracteristică la tracțiune statică с – €. 

Studiile experimentale efectuate de Landgraf contin un 
numár mare de asemenea diagrame ciclice, precum si o serie de 
comparatii intre acestea s1 diagramele obtinute prin incercári la 
tractiune si compresiune staticá, [10]. Douá asemenea exemple 
sunt indicate în figura 1.19. 
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tracțiune compresiune 


compresiune 


solicitare 
tracțiune 


solicitare ciclică 


0,01 0,02 0,01 0,02 
Deformatia specifică e Deformatia specifică e 
(a) (b) 

Fig. 1.19. 


1.5.2.Diagrama Е, -N sau diagrama la durabilitáti mici. 


Amplitudinea deformatiei Ag/2 


10? 


£=” 


107! 


Deformatia totală 


Deformatia elastică 
| 


102 10? 10° 


Numărul de alternante 2N 


Fig. 1.20. 
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Analiza cea mai completă a durabilitátii la oboseală în 
domeniul numărului mic de cicluri a fost dată în anul 1973 în 
raportul SAE Fatigue Design and Evaluation Steering Committe. 
În cadrul acestui raport se prezintă corelatia între amplitudinea 
deformatiei specifice şi numărul de inversiuni (alternante) până la 
rupere pentru oţelul SAE 1020. (fig. 1.20) 

Întrucât fiecare ciclu conţine două inversiuni sau două 
schimbări de sens pe axa absciselor s-a luat numărul de inversiuni 
2N, (fig. 1.20). 

Deformatia specifică reprezentată în figura 1.20 este 
descompusă în cele două componente: elastică şi plastică pe baza 
buclei de histerezis obținută la solicitarea unei epruvete martor 
supuse la acelaşi număr de cicluri. Variația fiecărei componente 
la scară dublu logaritmică se reprezintă printr-o dreaptă. 

Folosind ca parametru numărul de inversiuni 2N este natural ca 
acestora să li se asocieze amplitudinile deformatiilor specifice 
totale Ae / 2, (fig. 1.17). 

În figura 1.20 s-au mai făcut următoarele notații: 

Є5',- factorul de ductilitate la oboseală care reprezintă 
deformația specifică reală la rupere la o singură inversiune 
(punctul A fig. 1.17); 

o;- factorul de rezistență la oboseală care reprezintă 


rezistenţa reală la rupere la o singură inversiune (punctul A fig. 
1.17); 


С 
f . . тИ dU 
RC ordonata dreptei care indică comportarea elastică; 


b - exponentul de rezistență la oboseală care este panta 
dreptei deformatiilor elastice; 


C - exponentul de ductilitate la oboseală care reprezintă 
panta dreptei deformatiilor plastice. 


Amplitudinea deformatiei specifice totale (vezi fig. 1.17) va fi: 
Ag As, As, 

—— — + 
2 2 2 


(1.11) 


їп саге: 


E 
EN - - amplitudinea deformatiilor specifice elastice 
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Ав 
E - amplitudinea deformatiilor specifice plastice 
Ecuația dreptei deformatiilor specifice elastice este: 
As. Se. (AND 
p (2N) (1.12) 
respectiv a dreptei deformatiilor specifice plastice: 
Ae 
p ? C 
; €. QN) (1.13) 


Ín aceste conditii se obtine amplitudinea deformatiei 

specifice totale: 
= OON e, -(2N) (1.14) 

Ecuația de mai sus este cunoscută sub numele de ecuaţia lui 
Manson-Coffin ca o recunoaştere a meritelor celor doi cercetători 
în elaborarea е1. 

Deci în domeniul oboselii oligociclice curba de durabilitate 
la oboseală este asemănătoare cu diagrama Wohler, numai cá 
parametrul care controlează degradarea la solicitări variabile este 
deformația specifică. 

Trebuie subliniat cá se poate trece de la diagrama є-ЇМ la 
diagrama с -N folosind ecuaţia curbei caracteristice ciclice o — € 
analizate în paragraful anterior. 

Manson împreună cu Fucks şi Stephens au dat o aproximare a 
ecuaţiei (14) sub forma: 


3,50, £, "n 
Ag = BOMBE F| N (1.15) 


unde mărimile б„,&, şi E pot fi găsite printr-o încercare la 
tracțiune statică. 


..1° `... 


dificultăți atunci când epruvetele au crestături sau discontinuități 
$i când determinarea deformatiilor specifice la baza acestora 
devine dificilă. 

Acest neajuns poate fi evitat dacă se calculează coeficienții 
de concentrare ai deformatilor utilizând metoda elementelor 
finite. Până când însă această metodă va deveni un instrument de 
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lucru curent pentru ingineri, o serie de metode empirice continuă 
să aibă o largă aplicabilitate. 


1.6. Oboseala metalelor în domeniul durabilitátilor 
mari 

Aşa după cum s-a arătat în paragraful 4 cele mai multe 
cercetări experimentale au avut ca scop studiul durabilitátii la 
numere mai mari decât 10'cicluri. Ecuația curbei Wohler în 
coordonate dublu logaritmice aşa după cum s-a văzut devine o 
dreaptă: 


log o, = b:logN +C 
Volumul mare de date experimentale obținute prin încercări la 
încovoiere rotativă, au condus $1 aici la ideea găsirii unor corelaţii 
între rezistența la oboseală la încovoiere rotativă c şi 
rezistenţa la rupere la tracțiune statică К, . 
În figura 1.21 au fost centralizate rezultatele experimentale 
obținute la încovoiere rotativă pentru 25 de oţeluri normalizate, 


[8]. 


Curba medie 


104 10° 


Numărul de cicluri până la rupere 


Fig. 1.21. 
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Ре axa ordonatelor s-a luat raportul d pentru 7 valori ale 
lui N iar pe axa absciselor numărul de cicluri până la rupere. 
Aceste studii au evidențiat că rezistența la oboseală o, pentru 
N 210? cicluri este aproximativ 0,8- R,,. Pe baza acestor date 
experimentale se pot calcula constantele de material b şi C din 
ecuația curbei Wohler în funcție de rezistența la rupere К, şi 
limita de oboseală la incovoiere rotativă с ,: 


log0,8- R „ =b:log10° + C 


logo_, = b-log10^ + C = 
1 08-R, 
uc KES (1.16) 
2 
(0,8-К„) 
С= log 7 а (L17) 


-1 
Avánd cunoscute cele douá constante se poate acum calcula 
rezistenta la obosealá g, pentru un N dat: 


o, = 10°: № 10 < N < 10° (1.18) 
sau durabilitatea N la un в, dat: 
N=10%.g% 10% < N < 10° (1.19) 


Evident că aceste date sunt orientative şi ele pot fi folosite numai 
cu scop didactic. 


Aplicația 1.А.2 


Cunoscând rezistența la rupere la tracțiune statică a unui 
oțel R. = 385 MPasi limita de oboseală la încovoiere rotativă 
o , =112 MPa, să se calculeze rezistenţa la oboseală с, pentru 
N = 7-10“ cicluri. 

Cunoscând rezistența la rupere R, =385[MPa| se 
calculează initial rezistenţa la oboseală o, pentru N = 10° cicluri: 

с = 0,8-К„ = 0,8.385 = 308 MPa. 
Din ecuațiile (1.16) şi (1.17) rezultă: 
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1 08-R, 1, 308 


poc --.log.— = —0,146 
3 "m ig. 3*5 7 
(08-к„) _ (308) 

| =] _— = а= 

şi C= log a log 112 2,928 


Aplicând relația (1.18) se obține: 


бун = 102% .[70-(10%)] "^ 2166 MPa 


N=7.10% 


17. Factorii care influenteazá rezistenţa la 
oboseală 

În cele prezentate anterior s-a indicat modul de determinare a 
rezistenţei la oboseală în cazul unor încercări pe epruvete netede 
la cicluri simetrice în condiții standard. 

În realitate însă piesele de maşini au: forme dintre cele mai 
diverse,calitatea suprafeţei diferită de cea standard, coeficientul 
de asimetrie R + -1 , diferite tratamente termice etc. 

Toti aceşti factori fac ca în general rezistența la oboseală a 


piesei să nu fie aceeaşi cu rezistenţa la oboseală obținută pe 


epruvetele standard. 
Pentru a corecta rezistența la oboseală obţinută pe epruvete, în 


vederea obţinerii rezistenţei la oboseală a pieselor este necesar să 
analizăm factorii care influențează rezistența la oboseală sau 
factorii care influenţează durabilitatea la solicitări variabile. 

Factorii care influenţează rezistenţa la oboseală pot fi grupați 
după cum urmează: 

- factori de lucru determinaţi de condiţiile de exploatare, în 
care se încadrează: modul de solicitare, influenţa tensiunii medii, 
variația  amplitudinii, frecvența ciclurilor de solicitare, 
temperatura, acțiunea chimică a mediului, coroziunea prin fretting 
еїс. 

-factori constructivi cum ar fi: concentratorii de tensiune, 
influenţa dimensiunilor. 

-factori tehnologici cum ar fi: natura materialului şi tehnologia 
de fabricație, gradul de finisare al suprafeţelor pieselor, tensiuni 
reziduale, acoperiri anticorozive, etc. 


1.7.1. Modul de solicitare 
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Pentru un material dat, rezistenţa la oboseală depinde de felul 
solicitării. În figura 22 sunt indicate limitele la oboseală pentru 
două oţeluri 35CD4 şi E36 obţinute la: încovoiere rotativă (Т.К), 
încovoiere plană alternantă (I.P), tractiune-compresiune (T.C) şi 
torsiune ciclică (T.C). [12] 


Fig.1.22. 


Pentru cele două oţeluri analizate cele mai ridicate valori ale 
limitelor la oboseală s-au obținut la incovoiere rotativă şi cele mai 
scăzute la torsiune ciclică. 

Încercările pe epruvete având aceleaşi dimensiuni şi aceeaşi 
formă a secțiunii au evidențiat cá limita la oboseală la incovoiere 
plană alternantă poate depăşi cu 30% limita de oboseală obținută 
la solicitare ciclică de tractiune-compresiune. De asemenea limita 
la oboseală la încovoiere rotativă poate depăşi cu până la 20% 
limita la oboseală la tractiune-compresiune. Limita la oboseală la 
torsiune ciclică reprezintă în medie 0,55 din limita la oboseală la 
tractiune-compresiune ciclică. 


1.7.2. Influenţa tensiunii medii 
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Aşa după cum s-a văzut în capitolul anterior cel mai mare 
volum de date experimentale s-a obținut prin încercări la cicluri 
simetrice, pentru care tensiunea medie с, = 0. 

Examinând ciclul de solicitare din figura I.1 se vede că 
acesta poate fi considerat ca rezultând dintr-un ciclu simetric de 
amplitudine ©,, suprapus peste o solicitare statică constantă 
egală cu tensiunea medie o,,. Deci in general К #1. 

La durabilitáti mari efectul tensiunii medii este cunoscut şi 


anume: creşterea tensiunii medii scurtează viaţa unei piese (fig. 
1.23). 


NN N N 
Fig. 1.23. 


Efectul tensiunii medu este descris de diagramele ciclurilor 
limită de tip Haigh sau de tip Smith. Aceste diagrame mai sunt 
cunoscute şi sub numele de diagramele rezistentelor la oboseală. 

Înainte de a prezenta cele două diagrame este necesar să 

definim ciclul limită. 
Un ciclu limitá este un ciclu cu un anumit coeficient de asimetrie 
R, a cărui tensiune maximă (o...) este egalá cu rezistenta la 
obosealá corespunzátoare coeficientului de asimetrie respectiv. 
Obtinerea unor asemenea diagrame ale ciclurilor limitá permite 
determinarea rezistentelor la oboseală în funcție de coeficienţii de 
asimetrie К. 
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1.7.2.1. Diagrame de tip Haigh 


Diagrama de tip Haigh studiază dependenţa amplitudinii o, 
în funcție de tensiunea medie с„. 

Fiecare punct din planul diagramei reprezintă un ciclu de 
solicitare cu un anumit coeficient de asimetrie R, (fig.I.24). 


Fig. 1.24. 


Curba ABC reprezintă curba ciclurilor limitá sau curba 
rezistentelor la oboseală, ale căror coordonate le vom nota cu 


Ол, $1 Our. Punctele situate în interiorul diagramei reprezintă 


cicluri de solicitare nepericuloase iar cele situate în afara 
diagramei reprezintă cicluri care conduc la rupere prin repetarea 
lor. Punctele de pe curba ciclurilor limită aşa cum s-a arătat se 
caracterizează prin aceea că tensiunea maximă este egală cu 
rezistența la oboseală corespunzătoare unui anumit coeficient de 
asimetrie R. Astfel pentru punctul L: 
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OP+ PL = Spi TO, 20,,, 70, (1.20) 

Locul geometric al ciclurilor cu acelaşi coeficient de asimetrie, 
cu ciclul limită Т, este dreapta OL. Pentru a demonstra această 
afirmaţie vom porni de la modul de definiție a coeficientului de 
asimetrie: 


R = O nin = Om O9, 
O max On +o, Í 
de unde: 
1-Е 


с=с биз (1.21) 


care reprezintă tocmai ecuaţia dreptei ce trece prin origine în 
cazul în care R=const. Coeficientul unghiular al acestei drepte: 
ТЕЕ ` (1.22) 

Pe diagrama din figura 1.24 se remarcă câteva cicluri limită 
particulare. Astfel: 

-punctul A reprezintă ciclul limită simetric (R = -1), având 


tgo = 


Om = 0 = O max L = lo uot =O, 70 ; 


-punctul B situat pe prima bisectoare reprezintă ciclul limită 
pulsant (R = 0), pentru care: 


O maxL o, 
O nL = С а, уа 


2 255 
-punctul C corespunde unei solicitări statice (R = +1), unde 
0,70 ; Omar “Om = R, Sau Our 70, = Sc. 

Obţinerea unei diagrame Haigh sub formă completă este aproape 
imposibilă întrucât necesită încercări la oboseală pentru cicluri 
cu o infinitate de coeficienți de asimetrie pornind de la —1 si 
până la +1. Ca urmare a acestui fapt, pentru scopuri practice s- 
au propus unele schematizări ale diagramei Haigh. 


Schematizările diagramei Haigh 


e w о ро o 


a) Schematizarea Goodman care se aplicá la materialele care nu 
au limită de curgere (fig.I.25). 
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OmL 
Om 
Ecuatia dreptei este: 
Oa O mL 
Sal a; — mb: cq 
"Ru a (1.23) 


b) Schematizarea Soderberg se aplică la materialele tenace 
(oţeluri) unde nu sunt admise deformatii plastice (fig.I.26). 
Ecuația dreptei devine: 

Sua Ош _ 
"S $ SE 1, (1.24) 


o. - limita de curgere a materialului. 


Fig. 1.26. 
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c)Schematizarea Serensen introduce în reprezentare un al 


treilea punct şi anume punctul BS reprezentând ciclul 


limită pulsant (fig. 1.27). 


OaL Oa 


OmL 


Fig. I.27. 
Ecuatia dreptei AB devine: 
Our O mL = 1 
с С, * Le 1 ° 
2:0 ,—0, 
respectiv ecuatia dreptei BD: 
Our O mL e 
9,.0. = = 1. (1.25) 
20.6с- С, 


d) Schematizarea Soderberg modificatá se aplică atunci când 
nu există informaţii referitoare la с, (fig. 1.28). 
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Oc 


Fig. 1.28. 
Ecuația dreptei AD este: 
Gu Сы, 
a m = 1 j 
o, R. 
respectiv ecuatia dreptei DC: 
le] le] 
рае (1.26) 
Ос Oc 


Schematizări neliniare 


a) Schematizarea Gerber în care diagrama Haigh este înlocuită 
cu o parabolă a cărei ecuaţie este: 


2 
С uL (==) = 1 , 
Oi К, 


de unde: 


Өзб ie) (1.27) 
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b) Schematizarea Buzdugan în care diagrama Haigh este 
înlocuită cu o elipsă a cărei ecuaţie este: 


(e) (2). 
O6 | R. 
1% 
de unde: sese ! (1.28) 


c) Schematizarea Kececioghu, Chester si Dodge prin care 
diagrama Haigh este înlocuită cu o curbă a cărei ecuaţie este de 


forma: 
a 2 
[°= (==) = ; 
с Ra 


А 
rezultă: sese ; (1.29) 


unde a = 2,6. 
d) Schematizarea Bagci care ia în considerare limita de curgere: 


4 
б ° 

aL 4 «| =1, 
О Oc 


de unde: 


dret Е (1.30) 


In figura 1.29 sunt reprezentate aceste schematizări neliniare . 


Elipsă (Buzdugan) 


Kececioglu 
(а=2,6) 


Gerber 
Goodman 


Bagci 


Oc 


Jm O 
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1.7.2.2. Diagrame de tip Smith 


Aceste diagrame se construiesc în coordonatele © „6 min 
în funcţie de c, . 

Un ciclu de solicitare se reprezintă prin două puncte M,,M, 
având aceeaşi abscisá o, şi ale căror ordonate sunt с, $1 с, 
(fig. 1.30). 


CA 
Cicluri Cicluri 
alternante |oscilante 2 ? 
“Z 
ë ^ .4 
max | D, » 2 4/ 
O min 2 S 4 
ө — С 
Ë 4 
O nari; i 2s R, 
T / 
1 M q б 
СТ 1 y \ | А 
о ЖА 7 O max | | 
О \ 2430 d M; A | (еј 
EE", Е 
| B 
Oo, 
OminL 
y А, 
Fig. 1.30. 


Într-o diagramă de tip Smith apar două curbe ale ciclurilor 
limită, una pentru tensiunile maxime ale ciclurilor care reprezintă 
rezistentele la oboseală iar cealaltă pentru tensiuni minime. Cele 
două curbe se întâlnesc în punctul C care corespunde rezistenţei 
la rupere. În cazul materialelor tenace se limitează valorile 
tensiunilor la limita de curgere О, (fig. 1.30). 

Ciclurile situate în interiorul diagramei (M, — M,) 
reprezintă cicluri nepericuloase, în schimb perechea de puncte 
(р, _D,) reprezintá un ciclu care conduce la ruperea prin 


oboseală. Asemănător ca şi în cazul diagramei Haigh, remarcăm 
unele cicluri limită particulare: 
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- ciclul limită simetric (A, — A,); 
-ciclul limită pulsant (B, -B ;) š 
-ciclul static reprezentat prin punctul C. 

Construirea unei diagrame Smith sub forma completă este 
dificilă deoarece necesită încercări la oboseală pentru cicluri cu 
diverşi coeficienţi de asimetrie. 

Pe baza unor valori cunoscute se adoptă pentru calculul la 
oboseală o serie de schematizări. Forma acestora ca şi în cazul 
schematizărilor diagramei Haigh, depinde de valorile rezistentelor 
la oboseală cunoscute care pot fi unite prin linii drepte sau curbe. 

Analizând în final cele două diagrame ale ciclurilor limită 
este evident că pentru aceeaşi solicitare, amplitudinea tensiunii o, 
pentru o durată de viaţă dată scade o dată cu creşterea tensiunii 
medii O mn. 

Din punct de vedere al calculului la oboseală al pieselor şi 

structurilor este deci important să cunoaştem variația lui ©, în 
funcție de © n. 


1.7.3. Variația amplitudinii tensiunilor 


În general piesele şi structurile de rezistență sunt supuse 
unor solicitări la care amplitudinea tensiunilor este variabilă. 
Ordinea de aplicare a ciclurilor are în acest caz o influență 
semnificativă asupra comportării la oboseală. În condiţiile unor 
solicitări cu amplitudine variabilă, se întocmesc programe de 
încercare pe baza cărora se dimensionează piesele sau structurile 
de rezistenţă [13] , [14], [30], [31]. 


1.7.4. Frecventa ciclurilor de solicitare 


Influenţa frecvenței asupra limitei de oboseală este 
nesemnificativă dacă încercările la oboseală au loc în aer. In 
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tabelul 1.2 sunt indicate rezultatele obținute la încovoiere rotativă 
în aer pentru epruvete netede şi epruvete cu un concentrator de 
tensiune (К, = 2,5) [15]. 

Acest studiu a evidențiat că pentru cele patru oţeluri limita 
la oboseală la încovoiere rotativă, în aer este puţin influenţată de 
frecvenţa ciclurilor de solicitare. Prezenţa însă a unor medii 
corozive sau temperaturi diferite de cea ambiantă face ca 
frecvenţa să aibă un rol important asupra limitei la oboseală. 

În figura 1.31.а sunt indicate curbele de durabilitate la 
oboseală pentru un oţel naval, obținute in aer, apă dulce şi apă 
sărată la mai multe frecvențe, [16]. 


Tabelul 1.2. 


Materiale Limita la oboseală [MPa] 


încercate Epruvete netede Epruvete cu 
concentrator 


c/min c/min c/min c/min c/min 
IC | || 
SAE1020 
ar ый ай ul ый kal 
422 
NE |р |" 
SAE4140 
“үр” 


223 155 
485 183 
720 23 

59 183 


Otel tratat termic 3 
352 


Se vede că prezenţa unor medii corozive asociate cu o 
reducere a frecvenței conduc la o micşorare considerabilă a 
rezistenţei la oboseală. În figura I.31.b), este prezentată influenţa 
frecvenței şi a timpului de expunere în mediul coroziv asupra 
comportării la oboseală a aceluiaşi otel moale [16]. 
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107 
Numărul de cicluri М 


--- apă de mare 
apa 


Fig. 1.31. 


1.7.5. Temperatura de lucru 
Studule experimentale au arătat că în domeniul numerelor 


mari de cicluri, variația durabilitátii în funcţie de temperatură este 
analoagă cu variația caracteristicilor mecanice uzuale obținute la 
încercările de tracţiune statică. 
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тах Otel E36 


es" neo... 
Кы `. 


700 


500 


400 


300 


200 


0 100 200 300 400 


Fig.I.32. 


Ca exemplu, in figura 1.32 este indicată variația rezistenței 
la rupere R, şi a rezistenței la oboseală convenţională la 


N = 5- 10* cicluri pentru un oţel E36 la trei viteze de solicitare în 
funcţie de temperatură [17]. Încercările s-au făcut la încovoiere 
rotativă. 

După cum se vede din această diagramă de la o anumită 
temperatură are loc o reducere a rezistenţei la oboseală ca urmare 
a mobilității dislocatiilor. Această mobilitate a dislocatiilor are ca 
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rezultat transformarea unui proces de rupere independent de timp 
într-un proces dependent de timp. Problema se complică dacă 
fenomenul de oboseală este analizat în corespondență directă cu 
fenomenul de fluaj. 

Forest propune ca influenţa temperaturii asupra rezistenței 
la oboseală să fie luată în considerare printr-un coeficient К, 
[18]. Acest coeficient se defineşte ca raportul dintre rezistența la 
oboseală la o temperatură T şi rezistența la oboseală în aceleaşi 
condiții dar la temperatura ambiantá. (К, =1 la temperatura 
ambiantă) 

În figura 1.33 este indicată variaţia acestui coeficient în 
funcţie de temperatură pentru două oţeluri şi un aliaj de aluminiu. 
Se evidențiază caracterul diferit al variației lui K, în funcție de 
temperatură la două oțeluri şi respectiv un aliaj de aluminiu. 
Oţelul moale UNS G10170 prezintă o creştere a limitei de 
oboseală până la 350*C, după care aceasta scade puternic cu 
creşterea temperaturii. În schimb aşa după cum se vede din figura 
1.33 la oţelul aliat UNS G43400, limita de oboseală rămâne 
aceeaşi cu cea obţinută la temperatura ambiantă, până la 450*C 
după care aceasta scade sub această valoare. Pentru acest otel se 
propun următoarele relaţii pentru calculul lui К ,: 


1,0 T < 450°C 
а= (1.31) 


1- 5,8(10*)(T – 450) 450°C < T < 550°C 


I.7.6.Influenta mediului de lucru 


Cercetările experimentale au arătat că rezistența la oboseală 
se reduce considerabil dacă piesa lucrează în medii corosive. 
Prin mediu corosiv se înţelege o serie de agenți care în urma 
acțiunii chimice sau electrochimice produc o distrugere lentă a 
suprafeţei pieselor. Astfel putem aminti: aerul umed, vaporii de 
apă, acizi, apa sărată, soluții în care este dizolvat oxigen, medii 
în care circulă curenți electrici etc. 
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Acţiunea combinată a acestor medii corosive şi a tensiunilor 
ciclice conduc la o rupere prematură a pieselor, efect cunoscut 
sub numele de oboseală prin corosiune. 

În figura 1.34 se face o comparaţie privind comportarea la 
tracțiune ciclică a două oţeluri carbon în aer şi în apă de mare la 


80°С, [19]. 


Coeficientul de temp. K, 


1,6 — 
Otel UNS G10170 


| | Otel UNS 643400 
Теа а m ae en un m mm a. 
| N L 
N 
` 
Aliaj de k 
aluminiu x 
| v 


0 100 200 300 400 500 600 


Temperatura °С 


Fig. 1.33. 


Încercările s-au făcut la cicluri simetrice (R =-1) si la o 
frecvență cuprinsă între (30-60)Hz. Analizând figura 1.34 se 
confirmă observația făcută anterior, că otelurile care la încercările 
în aer prezintă limită de oboseală, în medii corosive, curba de 
durabilitate la oboseală nu mai tinde asimptotic spre o anumită 
valoare a tensiunii la care nu se produce ruperea (dispare deci 
acel palier orizontal specific acestor oţeluri). 

Ca o consecință a acestui fapt pentru toate materialele 
metalice încercate la oboseală în medii corosive se introduce 


noțiunea de rezistență la oboseală prin corosiune (oc), definită 
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ca tensiunea maximă citită din diagrama durabilitátii la oboseală 


pentru un anumit număr N de cicluri . (N = 10” sau 10% cicluri) 
In figura 1.35 se prezintă o clasificare a unor metale şi aliaje 
privind rezistenţa la oboseală prin coroziune сус, [19]. 


c, [MPa] 


500 


400 


300 


200 


100 


Numárul de cicluri N 


10? 10* 105 10° 107 105 10° 


00 Otel cu 0,8%C, R „ = 1100MPa 
по Otel cu 0,02%С, К, = 295MPa 


Fig. 1.34 
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O xc [MPa] 


III stile pe tue 

_ | cobalt si titan 

400 superaliaje pe bază 
\ \ | \ de nichel 


300 oţeluri inoxidabile 
-bifazice 
-feritice (Cr>25%) 
200 


aliaje austenitice 
pe bază de nichel 


oțeluri inoxidabile 
100 austenitice sau martensitice 
aliaje Cu-Ni 


N { oțeluri carbon şi slab aliate 
aliaje Sn,Zn, AL, Pb 
í aliaje Mg 


Fig.1.35. 


Rezultatele se referă la încercări în apă de mare, 
corespunzător lui №=10* şi R=-1. Se vede cá cele mai 
ridicate valori ale rezistenţei la oboseală prin coroziune le au 
superaliajele pe bază de nichel şi aliajele de cobalt si titan. 

În calculele de rezistență, acţiunea mediului corosiv se ia în 
considerare printr-un coeficient Үз. Acest coeficient se 
defineşte ca raportul dintre rezistenţa la oboseală pentru un 
anumit număr N de cicluri în mediul corosiv şi rezistenţa la 
oboseală în aceleaşi condiţii şi la acelaşi număr de cicluri N dar 
în aer uscat. 


Evident y, <1 (y, =1 pentru aer uscat). 
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În figura 1.36 sunt date câteva valori pentru Y, pentru 
oțeluri, [14]. 


Үз 
0,6 
0,4 1 
0,2 
0 
400 600 800 1000 1200 1400 
R, [MPa] 
Fig. 1.36. 


Curba 1 corespunde incercárilor la obosealá in apá dulce la 
piese cu concentratori, curba 2 corespunde aceluiaşi mediu 
coroziv dar la piese fără concentratori. Curba 3 se referă la 
încercări în apă de mare la piese fără concentratori de tensiune. 
Determinarea lui Y; se face în funcţie de rezistenţa la rupere 
К, a otelurilor. 


1.7.7. Concentratori de tensiune 

1.7.7.1. Concentrarea tensiunilor la solicitări 
statice. 

La stabilirea ecuatiilor de bazá pentru calculul tensiunilor, la 
toate solicitările analizate până în prezent, s-a presupus cá forma 
şi dimensiunile sectiunilor transversale ale pieselor nu se 
modifică pe toată lungimea acestora. În realitate, însă la marea 
majoritate a pieselor şi elementelor de rezistență apar schimbări 
bruşte ale sectiunilor transversale, care pot fi determinate de: 
gáuri, crestáturi sau treceri de la o sectiune la alta. Orice 
discontinuitate a unei piese, modifică distribuţia tensiunilor în 
vecinătatea acestora iar ecuaţiile elementare pentru calculul 
tensiunilor nu mai pot descrie starea de tensiune în asemenea 


Zone. 
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În vecinătatea acestor discontinuități apar nişte tensiuni cu 
valori mult mai mari decât cele calculate cu relațiile clasice din 
Rezistenţa materialelor, denumite vârfuri de tensiuni iar forma 
specifică a pieselor care produc acest efect poartă denumirea de 
concentratori de tensiune. 

În calculele inginereşti concentrarea tensiunilor la solicitări 
statice se 1a în considerare prin coeficientul teoretic de 


concentrare a tensiunilor, definit prin relația: 


K, = О шах sau К, = Tmax (1.32) 
° т 


n n 


în care: 

G,,T, - tensiunile nominale calculate în secțiunea netă 
(minimală) a piesei aplicând ecuaţiile de bază din Rezistenţa 
materialelor; 

Ont» - reprezintă valorile locale ale tensiunilor maxime 
la baza concentratorului. 

Coeficientul teoretic de concentrare a tensiunilor depinde 
numai de geometria pieselor şi nu depinde de material (de aici 
denumirea de coeficient teoretic de concentrare a tensiunilor). 

Pe baza teoriei liniare a elasticitátii au fost elaborate relații 
de calcul ale coeficientului teoretic de concentrare K, în funcție 
de natura solicitării şi de geometria piesei cu concentrator. Ca 
exemplu în figura 1.37 este indicată o placă infinită având o 
gaură eliptică solicitată uniform prin tensiunile o, = с,. 

La vârful găurii eliptice tensiunea maximă calculată este: 

2b 
O max = s (142. (1.33) 


а 

Dacă semiaxele elipsei devin egale a=b adică elipsa devine 

un cerc : 
O max = 30, (1.34) 

ŞI deci K =3. 
Dacă b<<a , din ecuaţia (1.33) se vede că in acest caz К, 1 

Trebuie de asemeni subliniat că ecuația (133) îşi pierde 
valabilitatea în cazul unei fisuri transversale când b — 0 şi 
K o, 
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Fig. 1.37. 


01 02 ; 05 06 07 0, 


0,8 
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Starea de tensiune la vârful fisurii nu mai poate fi analizată 
pe baza coeficientului teoretic de concentrare a tensiunilor. Pentru 
aceasta trebuie să facem apel la mecanica ruperii ale cărei 
concepte de bază sunt discutate în capitolul următor. În cazurile 
când la aplicarea teoriei elasticitátii liniare se întâmpină dificultăți 
pentru calculul lui Omax, se pot folosi metodele numerice cum ar 
fi elementul finit sau metodele experimentale. Dintre metodele 
experimentale putem aminti: fotoelasticimetria, tensometria 
electrică rezistivá, metoda lacurilor reflectorizante, metoda 
lacurilor casante sau metoda reţelelor. 

În figurile 1.38-1.52 se indică coeficienţii de concentrare ai 
tensiunilor K, din care se vede cât de periculos este fenomenul de 
concentrare şi ce erori se pot comite dacă acest efect se 
neglijează, [22]. 

La trecerea, din domeniul de solicitare elastic la cel plastic, 
în cazul materialelor tenace, fenomenul de concentrare a 
tensiunilor se modifică radical. Acest lucru îl vom ilustra cu 
ajutorul exemplului din figura 1.53, [22]. 

În fig.1.53 este indicată o bară de secţiune dreptunghiulară 
prevăzută cu o crestătură având în secțiunea minimă lățimea b şi 
înălțimea h = 2с.(К, = 3) 

Bara este realizată dintr-un material ideal plastic şi este 
solicitată la încovoiere prin momentele incovoietoare M, . 


А . i e s bh? 
Cunoscând momentul de inerție al secţiunii stabilite 1, = 3 


ŞI ştiind că h = 2c , tensiunea nominală la baza crestăturii devine: 


M, M, 3M, 
97 W, b-4c 2 be (1.35) 
6 


Această valoare a tensiunii corespunde punctului B de pe curba 
caracteristică С — € (fig.I.53.a). 
Їп realitate insá la baza crestáturii tensiunea devine: 
9M, 
Gu 7 K,0, = be? (1.36) 
ŞI ea corespunde punctului А de pe curba caracteristică о—. 
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Fig. I.44. 
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Fig. 1.45. 
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Fig. 1.48. 
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Fig. 1.49. 
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Fig. 1.52. 
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Fig. 1.54. 
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Dacă momentul încovoietor creşte peste valoarea lui М, 
tensiunea maximă la baza concentratorului o,,,, atinge la un 
moment dat valoarea limitei de curgere с, . La această încărcare 
care corespunde punctului A' de pe curba caracteristică o-€ va 
începe curgerea la baza crestăturii. Presupunem că mărim în 
continuare momentul încovoietor până la o valoare M; căruia îi 
corespunde punctul A” de pe curba caracteristică şi când in zona 
minimă curgerea s-a extins pe secțiune până la înălțimea c/2 faţă 
de axa neutră. Variația tensiunii o pe înălțimea secțiunii in acest 
caz este indicată in figura I.54.a . 

Momentul încovoietor M; care produce de fapt curgerea pe 
50% din secţiunea transversală a zonei minime va fi: 


чы д^ [у аз 


Presupunem cá descárcám bara, aplicând un moment 
încovoietor M; =M;. 
Întrucât, după cum ştim descărcările sunt elastice, tensiunea 
la baza crestăturii pe fibra superioară va fi: 
i 2 
2 М, UL п s (1.38) 
W 12:4c“b 8 
În aceste condiţii, tensiunea remanentă la baza crestăturii pe 
fibra superioară devine: 
o =o. Eo. = PR (1.39) 
8 8 
Variația tensiunii remanente este indicată în figura 1.54.с. 
Dacă se aplică acum un moment încovoietor, suficient de mare 


pentru a produce curgerea la baza crestăturii, tensiunile în fibrele 


. ; . 3 
exterioare se vor micşora faţă de O. cu cantitatea gle 


S-a exemplificat astfel cum fenomenul de curgere are ca 
efect o atenuare a concentrării tensiunilor. Acest efect devine şi 
mai pronunţat în cazul materialelor cu întărire (E, = const. ). 

Din acest exemplu, rezultă că la solicitările statice în 
domeniul plastic - pentru materialele tenace - efectul de 
concentrare a tensiunilor se atenuează şi nu mai trebuie luat în 
considerare. Fenomenul de concentrare a tensiunilor trebuie luat 
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însă în considerare la materialele fragile (oţeluri de înaltă 
rezistență sau fonte). 


1.7.7.2. Concentrare a tensiunilor la solicitări 
variabile 


Prezenţa unui concentrator, reduce rezistența la oboseală a 
unei piese. 

În figura 1.55 este indicat modul în care variază limita la 
oboseală la încovoiere rotativă pentru două oțeluri XC 10(A) şi 
35CD4(E2) în funcție de coeficientul teoretic de concentrare a 


tensiunilor K, [20]. 


E 2(35CD4) 


A (XC 10) 


Fig. 1.55. 


Se vede са pentru aceeaşi апе a secțiunii transversale la baza unei 
crestături, limita de oboseală scade pe măsură ce raza la baza 
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crestăturii se micşorează, deci concentratorul devine mai ascuţit. 

Acceptând o comportare perfect elastică ar fi de aşteptat ca 
limita la oboseală a epruvetelor cu crestături să se micşoreze de 
K, ori față de limita la oboseală a epruvetelor fără concentratori 
de tensiune (К, = 1). În realitate însă limita la oboseală a unei 
epruvete cu crestătură este ceva mai ridicată decât cea obținută 
prin raportarea limitei la oboseală a epruvetei fără crestătură la 


K 


t- 

Mai exact, reducerea rezistentei la obosealá a epruvetei cu 
crestáturá se face nu prin coeficientul teoretic de concentrare a 
tensiunilor K, ci prin coeficientul K, ,denumit coeficient efectiv 
de concentrare a tensiunilor( K, < K ). 

Coeficientul efectiv de concentrare a tensiunilor K, se 
defineşte ca raportul dintre limita la oboseală a unei epruvete fără 
concentrator de tensiune o, şi limita la oboseală a unei epruvete 
cu concentrator de tensiune сь, dar care are în zona 
concentratorului acelaşi diametru ca şi epruveta fără concentrator 
de tensiune: 

TR 


respectiv К; = (1.40) 


On к TRK 


Coeficientul efectiv de concentrare a tensiunilor K, este 
influențat de deformația plastică, de aria suprafeței la baza 
crestăturii şi de volumul de material. 

În calculele inginereşti este utilizat de obicei coeficientul de 
sensibilitate q care pentru un material dat şi o anumită rază la 
baza concentratorului poate fi scris sub forma: 

1 K,-1 
|Р Kol (1.41) 
r 


q = 
1 
їп саге: 
p - parametru caracteristic al materialului 
r - raza la baza concentratorului. 
Din relația de mai sus se vede cá acest coeficient 0<q<1. 
Când q=0— К, =1 şi deci materialul nu este sensibil la crestături 


67 


iar dacă q =1— К, = K, deci sensibilitatea la încrestare este 
maximă. 

În figura 1.56 este indicată variaţia coeficientului de 
sensibilitate q al materialului în funcţie de raza la baza 
concentratorului pentru o serie de oțeluri supuse la încovoiere 
rotativă sau tractiune-compresiune, având diferite rezistenţe la 
rupere Rn, [21]. 


Rezistenta la 
rupere 
345 MPa 


0,5 1,0 1,5 


Raza concentratorului 


Fig. 1.56. 


Din fig.I.56 se vede cá o datá cu cresterea rezistentei la rupere 
coeficientul de sensibilitate q creste întrucât materialele cu 
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rezistență la rupere ridicată posedă o capacitate limitată de 
deformare plastică, fisura se extinde fără să fie nevoie ca vârful 
acesteia să fie ascuțit. 

Pe măsură ce raza concentratorului se micşorează, scade 
coeficientul de sensibilitate q întrucât K, creşte mai puţin decât 
creşte К, o dată cu micşorarea razei la baza concentratorului. 

Trebuie subliniat că mărirea lui K, o dată cu micşorarea 
razei concentratorului va conduce la apariția unor fisuri dar care 
nu totdeauna se propagă. 

În figura 1.57 este indicată variaţia lui q pentru unele 
materiale la torsiune ciclică, [29]. 


1,0 Coeficientul de sensibilitate 


<<» 
< 2c 
0,6 
Aliaj de 
aluminiu 
0,4 


Raza concentratorului г [mm] ——— P 


Fig. 1.57 
Їп functie de modul de solicitare, material si raza de 
racordare la baza concentratorului, folosind figurile 1.56 sau 1.57 
se obtine coeficientul de sensibilitate q, astfel cà: 
K, =1+a(K, - 1). (1.42) 
Coeficientul teoretic de concentrare a tensiunilor К, se 
citeşte în funcție de tipul concentratorului din fig.1.38-1.52. 
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1.7.8. Influenţa dimensiunilor pieselor 


Determinarea limitei la oboseală la incovoiere rotativă, aşa 
după cum am văzut, are la bază folosirea unor epruvete circulare 
cu diametrul standard. În practică apar numeroase cazuri, când se 
pune problema determinării limitei la oboseală pentru piese ale 
căror dimensiuni şi forme ale sectiunilor sunt diferite de cele ale 
epruvetelor standard folosite la incovoiere rotativá. Acest efect, 
datorat influenței simultane a dimensiunilor şi modului de 
solicitare este luat în considerare prin aşa numitul factor 
dimensional simbolizat prin litera = . 

De obicei factorul dimensional € se defineşte ca raportul 
dintre limita la oboseală (o.,), a unei piese având un diametru 


oarecare d şi limita la oboseală a unei epruvete (o), , având un 


diametru standard 4,. 


(1.43) 


Întrucât (с) > (с), <1. 
Atunci când se analizează influenţa factorului dimensional 

trebuie făcută distincție între piesele solicitate neomogen 

(încovoiere,torsiune) si piesele fără concentrator solicitate 

omogen (tractiune,compresiune). 

La piesele solicitate neomogen intervine gradientul relativ al 

tensiunilor, care se modifică o dată cu creşterea dimensiunilor 


piesei. Gradientul relativ al tensiunilor este definit prin relația: 


1 do 
Laze a (1.44) 


Dacă avem în vedere că la încovoiere tensiunile variază 
liniar pe înălțimea secțiunii: 


2y 
O= Om L > (1.45) 
se obține gradientul relativ: 
2 
Х=ү: (1.46) 


Tensiunea medie с; în stratul de grosime ó va fi: 
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= 0; = G [1 _ x: б) | (1.47) 


Considerăm două epruvete având înălțimile sectiunilor h, şi 
һ, (n, «hy,» х) , pentru aceeaşi tensiune maximă (fig.1.59). 


Fig. 1.59. 
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Din ecuația (1.47) rezultă că tensiunea medie în stratul de 
grosime 5 creşte cu creşterea înălțimii secțiunii. Dacă se admite 
că fisura critică se inițiază atunci când în stratul de grosime б se 
atinge limita la oboseală, este evident că o dată cu creşterea 
dimensiunilor pieselor, caracteristicile de durabilitate la oboseală 
ale acestora se micşorează. 

Kuguel a propus o teorie bazată pe considerente statistice. 
În conformitate cu această teorie, creşterea dimensiunilor unei 
piese, face să crească probabilitatea ca în anumite volume de 
material în care tensiunile au valori maxime să existe anumite 
defecte. 

Cu cât volumul de material supus unor tensiuni maxime este 
mai mare cu atât şi probabilitatea de rupere va fi mai ridicată. 

Kuguel defineşte factorul dimensional € ca raportul dintre 
volumul de material în care tensiunile ating până la 95% din 
valoarea maximă şi volumul echivalent al epruvetei circulare 
solicitată la încovoiere rotativă. 

Dezavantajul acestei teorii constă în dificultatea evaluării 
volumelor, în care acţionează tensiunile maxime în vecinătatea 
unor discontinuități. 

În figura 1.60 sunt indicate valorile factorului dimensional e 
obținute prin încercări la încovoiere rotativă şi torsiune ciclică, 
folosind epruvete cu diametre cuprinse între 8 mm şi 250 mm 


(d, = 8mm). 
Linia continuă corespunde ecuaţiei: 
Б d < 8mm; 
и 1189.4; &mm < d < 250mm; (1.48) 


; 
Cu linie întreruptă s-a trasat variația factorului dimensional € în 
conformitate cu teoria lui Kuguel. 

Este evident deci, că la piesele supuse la încovoiere sau 
răsucire mărirea dimensiunilor acestora conduce la micşorarea 
limitei la oboseală. Această tendință este justificată şi din punctul 
de vedere al aspectului tehnologic. Creşterea dimensiunilor 
pieselor face dificilă asigurarea unei omogenitàti atât din punct de 
vedere metalurgic (material, tratamente termice) cât şi a stării 
suprafeţei (condițiile de prelucrare). Aceste neomogenități 
inevitabile, micşorează rezistenţa la oboseală. 
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Factorul dimensional e 


Teoria lui Kuguel 


ecuaţia (1.48) 


5 10 15 20 25 30 


Diametrul epruvetelor d [mm] 


Fig. 1.60. 


La încercările la oboseală pe piese fără concentratori, 
solicitate omogen nu se evidențiază în general influenţa factorului 
dimensional. 

Încercările la tractiune-compresiune ciclică efectuate de 
Landgraf, folosind epruvete cu diametrul cuprins între 6mm şi 50 
mm nu au evidențiat diferenţe semnificative în ceea ce priveşte 
limitele la oboseală obţinute la diferite diametre. În schimb s-a 
evidențiat că limita la oboseală la solicitări omogene este mai 
redusă decât limita la oboseală la solicitări neomogene. 

Cercetările experimentale au arătat că limita la oboseală la 
tractiune-compresiune ciclică reprezintă (0,57...0,78) din limita 
la oboseală obținută la încovoiere rotativă (în ambele cazuri 
В = –1). 
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1.7.9. Natura materialului şi modul de elaborare 


Fiecare material posedă anumite caracteristici mecanice, 
deci şi alte caracteristici la solicitări variabile. După cum s-a 
arătat în paragraful 1.4, respectiv figura 1.14, limita la oboseală la 
încovoiere rotativă depinde de rezistenţa la rupere R, a 
materialului. În general cu cât materialele au o rezistenţă la rupere 
R mai ridicată cu atât şi rezistenţa la oboseală va fi mai ridicată. 

Pe de altă parte pe durata de fabricaţie a unei piese, aceasta 
este supusă la o serie de operaţii care modifică structura inițială. 

În tabelul 1.3 se prezintă schematizat evoluţia raportului 


TR în funcţie de structura evidenţiată prin analiză 


metalografică a unor oţeluri, [26]. 


Tabelul 1.3. 
Tipul Elemente (Caracteristici mecanice 
oțelului structurale | Duritate R, [MPa] 
otel carbon feritá 0,55...0,60 
otel inoxidabil austenită 150HB 500 0,35...0,45 
austenitic 


oţel cu conținut | martensită|  300HB 800...1500 | 0,45...0,55 

redus de carbon | (bainită) 

aliat-revenire la 
500°С 


Tabelul 1.4. 


Modul de R. [MPa] o ,[MPa] 
elaborare | longitudinal| transversal | longitudinal transversal 


aer 1450 1480 482 449 


vid 1450 1480 629 576 
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Modul de elaborare a oţelului are de asemenea o influență 
deosebită asupra  caracteristicilor de durabilitate. Această 
influență este legată de conţinutul în incluziuni care pot să apară 
în cursul procesului de elaborare. 

În tabelul 1.4 se indică influenţa unor metode de elaborare a 
oțelului 16CD17 asupra caracteristicilor de durabilitate obținute 
pe epruvete debitate longitudinal faţă de direcția de laminare. Din 
tabelul 1.4 se vede că elaborarea în vid a oţelului 16 CD 17 
conduce la o creştere a limitei la oboseală cu aproximativ 30 %, 
[26]. 


1.7.10. Gradul de finisare al pieselor 


Încercările la încovoiere rotativă se fac de obicei pe 
epruvete netede având suprafaţa lustruită pe direcția axială şi care 
nu prezintă pe circumferință nici un fel de zgârieturi. Evident că 
piesele de maşini nu au în cele mai multe cazuri un asemenea 
grad de finisare a suprafeţelor. 

Atunci când se analizează influenţa gradului de finisare 
asupra rezistenței la oboseală, trebuie să se ia în considerare 
rugozitatea suprafeţelor. Rugozitatea pieselor este determinată de 
neregularitátile de pe suprafaţa acestora care introduc concentrări 
de tensiuni. Unii autori definesc rugozitatea R [um] prin 
amplitudinea acesteia, care reprezintă jumătatea distanţei medii 
de la vârf la baza neregularitátilor. Alti autori definesc rugozitatea 
Rum] pe baza domeniului de variaţie al înălţimii 
neregularitátilor (valori minime şi maxime). 

Gradul de finisare al suprafetelor pieselor se ia ín 
considerare in calculul la obosealá prin introducerea unui 
coeficient de calitate a suprafeței — Yı, şi care este definit ca 
raportul dintre limita la oboseală a unei epruvete având un anumit 
grad de prelucrare a suprafeței (S_,,) şi limita la oboseală а 
epruvetei cu suprafaţă şlefuită o_,: 

y RR. (1.49) 


O 


Evident că с, So > Үү, S1 
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Fig. 1.61. 


În funcţie de gradul de prelucrare al suprafetelor, 
coeficientul y,, se poate citi din diagrama din figura 1.61 pe baza 
rezistenței la rupere. 
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În diagrama din figura 1.62 se prezintă pentru diferite 
domenii de variație ale rugozitátii R,, corelatia dintre Y, si 
rezistenţa la rupere Rn. 


n Rugozitatea К, în um 


š К <1 
1,00 


m eL LI 


0,90 5< R.c10 
0,85 10< К,<25 
0,80 


25« R<100 


400 500 600 700 800 900 1000 1100 1200 1300 1400 [MPa] 


Fig. 1.62. 


Din figura de mai sus se vede cá influenţa rugozitátii R, 
asupra limitei la obosealá devine mai importantá pe másurá ce 
rezistenta la rupere R,, devine mai mare, ceea ce se explicá prin 
sensibilitatea la increstare (crestături) a otelurilor de înaltă 
rezistenţă. 


1.7.11 Tensiuni reziduale 


Tensiunile existente într-o piesă şi care au fost produse prin 
mijloace tehnologice (condiții de prelucrare, suduri etc.) 
anterioare solicitării în serviciu a piesei poartă denumirea de 
tensiuni inițiale, iar în literatura de specialitate este utilizat tot mai 
des termenul de tensiuni reziduale. 
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Introducerea unor asemenea tensiuni reziduale în cursul 

realizării unei piese poate conduce la o reducere a rezistenţei la 
oboseală. 
Într-o primă etapă se poate considera că tensiunile reziduale au 
aceeaşi influență asupra rezistenţei la oboseală ca şi tensiunea 
medie sau ca şi componenta statică a tensiunii ciclice (vezi 
paragraful 1.7.2). 

Considerăm o diagramă Haigh la care ciclul de solicitare P 
este un ciclu nepericulos (fig.1.63). 


Fig. 1.63. 


Mărind tensiunea medie aplicată prin adăugarea tensiunii 
reziduale ciclul de solicitare devine P, care reprezintă un ciclu 
periculos. În schimb micşorarea tensiunii reziduale conduce la 
ciclul P care este un ciclu nepericulos în ceea ce priveşte ruperea 
prin oboseală. O serie de studii experimentale au evidenţiat că 
prezența unor tensiuni reziduale de compresiune în stratul 
superficial al pieselor, conduce la o creştere a limitei la oboseală 
la încovoiere rotativă. 

Explicaţia constă în aceea că, în general, ruperile prin oboseală la 
încovoiere rotativă apar pe suprafețele exterioare ale pieselor 
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acolo unde tensiunile de întindere au valori maxime. Prezența 
tensiunilor remanente de compresiune pe exteriorul pieselor 
reduce nivelul acestor tensiuni maxime de întindere (fig.1.64). 


Fig. 1.64. 


În figura 1.64 s-a reprezentat cu linie continuă îngroşată 
variația tensiunilor remanente o, şi cu linie întreruptă variația 
tensiunilor O la incovoiere. Suprapunánd cele două câmpuri de 
tensiuni s-a obținut diagrama tensiunilor rezultante (6, +o) 
reprezentată cu linie punctată, din care se vede că tensiunea 
maximă de întindere a fost mult diminuată. 

Pentru introducerea acestor tensiuni reziduale se pot aplica 
tratamente mecanice (presarea prin role, ecruisarea prin jet de 
alice) sau tratamente termochimice si termice (cementarea, 
cianurare, nitrurare, călire prin C.I.F. sau superficială cu flacără). 
Aceste tratamente se iau în considerare printr-un coeficient ү» ale 
cărui valori sunt indicate în tabelul 1.5, [14]. 

Cunoaşterea stării dată de tensiunile reziduale nu este 
suficientă pentru a explica comportarea la oboseală a unei piese. 
Acelaşi nivel al tensiunilor reziduale s, într-un strat superficial al 
unei piese poate conduce în general la rezistențe la oboseală 
locale diferite. Ca urmare este mai convenabil să se 1а în 
considerare gradientul tensiunilor reziduale în stratul superficial. 


Tabelul 1.5. 
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Tratamente Piese Valori medii ale 
lui y, 
Mecanice Rulare Piese netede 1,2...1,4 
Piese cu concentrator 1,6...1,8 
Ecruisare Piese netede 1,1...1,3 
cujetde Piese cu concentrator 1,7...2,2 
alice 
Cementare 1,3...1,5 
Termo-  Cianurare 1,8...2,0 
chimice Nitrurare 1,4...1,8 
Саші su- C.I.F. sau Piese netede 1:25:15 


perficiale cu flacără Piese cu concentraror 1,7...2,8 


1.7.12. Acoperii anticorosive 


Acoperirile anticorozive folosind o serie de metale de 
protecție cum ar fi: cromul, nichelul sau cadmiu conduc la o 
reducere a limitei la oboseală cu până la 50%. În unele cazuri 
reducerea limitei la oboseală face să se renunțe la asemenea 
procese de acoperiri electrolitice. Zincarea nu afectează în general 
limita la oboseală. O serie de studii experimentale au arătat că 
oxidarea anodică a unor aliaje uşoare determină o reducere a 
limitei la oboseală la încovoiere rotativă cu 39%, în schimb nu 
are acelaşi efect asupra limitei la oboseală la torsiune ciclică. În 
calculele de rezistenţă influența acoperirilor anticorozive se ia în 


considerare printr-un coeficient Y3 ale cărui valori sunt indicate 
într-o serie de monografii sau publicații, [23], [24]. 


1.7.13. Coroziunea prin fretting 


Acest fenomen este rezultatul mişcării periodice între două 
suprafeţe aflate în contact în condițiile unor presiuni de contact şi 
a existenţei frecării. Coroziunea prin fretting apare la o serie de 
îmbinări, atunci când acestea sunt supuse unor sarcini variabile. 
Coeficientul de fretaj B, depinde de natura materialului care se 
află în contact, de mediul în care se produce “oboseala prin 
fretting“ şi domeniul de variaţie al acestuia este de (0,24 - 0,90). 
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Detalii mai amănunțite sunt date în lucrarea lui Fuchs şi 
Stephens [25]. 


I.8.Rezistenta la oboseală a pieselor de maşini 


În paragrafele anterioare s-a arătat modul de determinare a 
rezistenţei la oboseală a epruvetelor. Practica inginerească 
impune însă calculul la solicitări variabile a pieselor şi a 
structurilor de rezistență. În aceste condiţii este necesară 
determinarea rezistenţei la oboseală a pieselor de maşini. 

Există unele situații când rezistența la oboseală poate fi 
determinată direct prin încercări pe piese sau structurile reale. 

În situaţia când asemenea încercări nu sunt posibile, rezistența la 
oboseală a unei piese poate fi determinată pe baza rezistenţei la 
oboseală a unor epruvete standard din acelaşi material pentru 
acelaşi coeficient de asimetrie R al ciclului, luând în considerare 
factorii care influenţează rezistenţa la oboseală. Astfel limita la 
oboseală la un ciclu simetric a unei piese devine: 

i a Oa É 
L келее а (1.50) 

їп саге: 

O_, - limita la oboseală а epruvetei; 

K, - coeficientul efectiv de concentrare a tensiunilor; 

€ -factorul dimensional; 


Yı - coeficientul de calitate al suprafeței; 
Y, - coeficient ce ia în considerare tratamentul aplicat; 


Үз - coeficient care ia în considerare influența mediului de 
lucru; 

K, -coeficientul care 1а în considerare influența 
temperaturii. 

Dacă ciclul are un coeficient de asimetrie R z —1, atunci 
rezistența la oboseală a epruvetei se poate determina folosind 
diagramele ciclurilor limită. Trecerea de la ciclul efectiv la ciclul 
limită se face luând în considerare condițiile reale de solicitare. 
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Aplicația 1.А.3 


Se consideră un arbore prevăzut cu un concentrator de tipul 
unei racordări cu raza r=3mm, d=60mm şi D=90mm. 
Arborele rezemat la ambele capete este solicitat la incovoiere 
rotativă şi are suprafața polizată mijlociu, lucrând în aer uscat. 

Coeficientul de sensibilitate q = 0,83. Sá se calculeze 
rezistenţa la oboseală a arborelui precum şi numărul de cicluri 
până la rupere dacă tensiunea în zona cu concentrator este 
Omax = 2/4MPa. Se mai dau: rezistenţa la rupere К„ = 690MPa şi 
с, = 345MPa. 


4 .D 
Din fig.I.46 rezultă pentru -== 0,05 şi r 15 ‚К = 2,07. 


În aceste condiții K =1+ q(K, — 1) = 1,888. 

Din ecuaţia 1.48 rezultă: e = 189.60 >” = 0,799. 

În funcţie de rezistența la rupere şi condiţia de execuţie din 
figura 1.61, se obține y, = 0,96. 

Ceilalţi coeficienți fiind egali cu unitatea, rezultă rezistența 
la oboseală a arborelui pentru N, = 10^ cicluri: 


' O 
G = `S: Yi =140МРа, 
f 


Acceptând ca prim punct al curbei Wöhler în zona 
durabilitátii limitate punctul A de coordonate с, =09:R, si 
N, = 10° şi celălalt punct de coordonate o, o. 140 MPa si 
N, 210^ cicluri, se obține ecuația curbei Wöhler în coordonate 
dublu logaritmice pentru arborele cu concentrator: 

log0,9R „ = b-log10* +C şi logo; 2 b-logl0^ +C 
de unde: 


Е Е Т 
= – 106—8 = – -lo 
3 e, 37 140 


| | (09R,) 
ŞI respectiv C= log а =3,44. 


-1 


= —0,2156, 


În aceste condiţii rezultă: 
logo... = —0,21561og N + 3,44. 


max 


Corespunzător tensiunii maxime с, = 274МРа = 
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NELLO RE PA: 
SOS S ае л с рв 


— М, = 48000 cicluri. 


= 4,68 > 


I.9.Calculul de rezistenţă la solicitări variabile 


Calculul la solicitări variabile poate fi un calcul având ca 
scop determinarea: durabilitátii unei piese, a încărcării capabile 
sau se poate referi la o problemă de dimensionare respectiv 
verificare. 

Pentru rezolvarea acestor probleme se impune după caz, 
cunoaşterea ecuației curbei la oboseală, adoptarea unei anumite 
schematizări a diagramelor ciclurilor limită, acceptarea unui mod 
de alegere a ciclurilor limită, respectiv definirea coeficientului de 
siguranţă la oboseală. 

În cele ce urmează vom exemplifica cele de mai sus pe baza 
unor aplicaţii. 


Aplicația I.A.4 


Pe un arbore solicitat la incovoiere cu rásucire este presat butucul 
unei roti. Tensiunile maxime şi minime (с,,т,т,т„,с,,с,) саге 
apar în punctul cel mai solicitat al arborelui sunt date sub formă 
matriceală: 

[800 16 o | [-700 -10 о | 

| 16 -400 00 | А -10 -400 0 | 

| 0 0 кл | 0 0 к 


Arborele este executat dintr-un oţel având rezistenţa la 
rupere R,, = 2400MPa. 
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Este cunoscută ecuaţia curbei de oboseală la încovoiere 
rotativă a oţelului analizat şi care este de forma o,,, = C,- № 
(C STO): 

Trecând în reprezentare dublu logaritmică, sunt cunoscute 
coordonatele a două puncte corespunzătoare zonei durabilitátii 
limitate: сш -09R, pentru N,=10 cicluri respectiv 
c , = 720MPa-(1/3)R,, pentru N, = 10* cicluri. 

Pe baza schematizărilor Goodman şi Gerber se cere să se 
calculeze durabilitatea arborelui (numărul de cicluri până la 
rupere). 

Rezolvare: 

Cunoscând componentele tensorului tensiunilor se pot 
calcula caracteristicile ciclului de solicitare pentru fiecare 


tensiune: 
Guma Ox, 800+ 700 
о, а „————— =750МРа; 
ав Бш. «800700 una 
О c e e ——— = t 
m 2 2 ~ 
_ Symax C уып _ —400+400 uy 
HE xL E CENE Б. 
DO nas _ —400+400 + 0 
LN SEDE MC 
С, + Ozmin  —400- 400 
o, = = = -400MPa : 
2 2 2 ° 
xymax _ “xymin 16 ag 10 13MP 
T — RR — a — ma а 
азу 2 2 ^ 
Т xy max SE T xymin 16 TF 10 3MP 
T ZE ho CT == a 
my, 2 2 ° 
T xzmax U T xzmin 0 
T = DI ES 
ах, 2 > 
V, max + T xzmin 0 
T — ————————À . 
т; 2 ° 
T = А 
yz max yzmin 
Wo с Dk Жж 
ayz 2 ° 
T max Em T xzmin 
т... --Xma "xmi (), 


х2 2 ° 
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T yz max =: T yzmin а 0 
ту; 2 RUE 

Aplicánd teoria a cincea respectiv teoria energiei specifice 
modificatoare de formă: 


1 н ? i 2 2 2 

Gus = 5 lo, -с,) +o, _o,J +(в,—с,) +622, eed . 
Rezultă: 

6, —о„ о, о, 6, —в„ 6 + ez] 
Осн) (à 2? Ол, ж E Ou; m" + Ол, — Oa, +6 V TU uz TT, š 
respectiv: 

1 
o - 1j -G P «(c -o P «(s E. f «e +U 4T J. 

Mech(5) \ 2 mx my my mz mz mx mxy myz Mzx 


Inlocuind mărimile de mai sus rezultă: 


І 
а {Чзо- 0)? +(0— 750)” +6-13°] = 750,34MPa; 


1 
SN {1504007 +(—400+ 400)? +(-400- 50)? + 6-37] = 450MPa. 


| 


а ech(5) 


M ech (5) 


Fig. 1.65. 


а)їп figura 1.65, este prezentată diagrama Haigh schematizată 
după Goodman (1). Ciclul efectiv de solicitare este reprezentat 
prin punctul P. 
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Construind o diagramă Goodman, curba (2), care să treacă 
prin punctele B şi P, se găseşte o tensiune maximă a unui ciclu 
simetric oÑ, echivalent cu solicitarea dată. 

Pornind de la ecuația dreptei în schematizarea Goodman : 


Oa Сы, 


c, R 
$1 punând condiţia ca o, =o 


m 


aech(5) ŞI О nL = O ыз) se obtine: 


o, 
gro = HL m 923,49MPa , 
On 450 
1— ech(5) | PER = = 
R 2400 


Pe baza lui o“, şi a curbei de oboseală a materialului la 


încovoiere rotativă se poate calcula durabilitatea 
arborelui,( fig.1.66). 


1 
| 
< 
1 
1 
1 
t 
1 
1 


| I 

I 
| I 
| 1 
| I 
| I 


Fig. 1.66 


Cunoscánd coordonatele punctelor A si B putem calcula 
cele două constante C,s1 b din ecuația curbei Wohler : 


leu O9R = b-log10+C 
log 0,3R,, = b-log10* +C 
unde C =log G, 

Rezultă: 
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b=- Мор == =-0,0954242; 

5 *03R, ^" 
respectiv C = log0,9R „ —3b > C = 3,620722 = C, 24176,6299. 
În aceste condiţii ecuaţia curbei Wóhler obţinută prin încercări la 
încovoiere rotativă devine: 

б = 4176,6299. N5242 
Corespunzător lui o, = с“, se obține: 
log o, = 3,620722 — 0,09542 log N, > 
3,620722 — log 923,49 


log N. = = 6,867426 
Ka 0,09542 


= №, = 7,369. 10“cicluri. 


b) În condiţiile schematizării Gerber se procedează în mod 
analog. 

Ecuația diagramei ciclurilor limită este în acest caz de 
forma: 


punând condiția ca: 
Oa = 


[.65 curba 3). 


. — . 'c 
Oa ech(5) ŞI Om, Daaa Se obține S, (fig. 


G° > Ое) ; — 
1 — | O mechiv(5) | 
R, 
" 750,34 
> o, — :-7072 MPa, 


| . 
2400 
Pe baza aceleiaşi ecuaţii a curbei Wohler: 
Onax > 4176,6299 М 
ă . 3,620722 — log 777,32 
M о. = 00954242 


N, = 4,48.10'. 
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Aplicația I.A.5. 

Un cilindru cu pereţi subțiri având diametrul interior D = 0,1 
m $1 grosimea peretelui ó = 5 mm este supus la o presiune interioară 
care variază între -p/2 şi p. 

Cilindrul este realizat dintr-un otel având limita de curgere с, 
= 350 MPa şi rezistența la oboseală pentru № = 105 cicluri; С; = 
250 MPa. Să se calculeze presiunea р, pentru саге ruperea se 


produce după 10? cicluri. Se va utiliza diagrama Haigh schematizată 
după Soderberg. 


Rezolvare 
Problema se referă la o stare plană de tensiune pentru care: 
с. = p D : gm р.р 
— ШЕТ. ON X 
In aceste condiţii avem: 
pD 100p 
= 5 * 
O, max 45 20 р [МРа]; 
pD 100р 
бут = 4. = a = 10 MP ; 
ma^ 10 Р Mal; 
pD 100p 
. = = — = —2,5 " 
S, min 88 40 p [МРа]; 
PD 100p 
Ou == = – = —5 МРа]. 
У бошо ou Mea 


Amplitudinile şi tensiunile medii ale acestora devin: 


о, max _ O, min Sp T 2,5p 


S, = 2 = 2 = 3,75р [МРа]; 
to... 23p-2, 
G = O, max Ox min = p p S 1,25p [MPa]; 
m. 2 2 Í 
o max — o min 10p ul 5р 
с, =— m = =7,5p [MPa]; 
ay 2 2 p [ ] ? 


Es O y max + O x min = 10р – 5р 


5 = 2,5р [MPa]. 
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Aplicând teoria energiei specifice modificatoare de formă 


rezultă: 
1 


— (су? 2\2 
= (o ax 70,0, +С ау) = 
1 


= (14,06p? – 28,2125p° +56,25p°)? =o,  =6,5p 


aechiv(5) 


Ohie 


= б 


aechiv (5) 
1 
= (22 = 2 ү 
= (о “m, —O Om + O“ m,) = 
x y 


IM echiv(5) 


1 
> с -(15625p!-3,125p! -6,25p =o,  =216p 


Mechiv(5) i echiv (5) 
a echiv (5) 


Mechiv(5 ) 


63,3 [MPa] 


Fig. 1.67. 
Ecuația dreptei AB în condițiile schematizării Soderberg (fig. 
1.67) este: 


Ох, + O mL 
Oit О 


=1. 


с 


Alegerea ciclului limită se va face din condiţia păstrării 
constante a coeficientului de asimetrie. Deci: 
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Sip: 
OnL 

Coordonatele punctului P, obținut prin intersecția celor două 

drepte devin: 
sç 29:9 _ 350-250 
"^ 3o +o, 3:350+250 

respectiv с. = 201,9МРа. 

Punând condiţiile ca: 

еј SO, Sauo 


a echiv(5) 


— 67,3MPa; 


masc) = Ош = 
6,5p < 201,9 [MPa] sau 2,16p < 67,3 [MPa], de unde obţinem 
р<31,06 [MPa]. 
Calculul de mai sus se referă la un coeficient de siguranță egal 
cu unitatea. 
Dacă vom accepta un coeficient de siguranţă egal cu doi, 
atunci rezultă: 
6,5p < 100,95 [MPa] sau 2,16р < 33,65 [MPa], de unde 
obținem р<15,53 [MPa]. 
Deci în condițiile unui coeficient de siguranţă egal cu unitatea 
caracteristicile ciclurilor de solicitare sunt: 
Pmax. = 31,06 [MPa] şi рь = - 15,53 [MPa]. 
Dacă se acceptă un coeficient de siguranţă egal cu doi atunci: 
Pmax. = 15,53 [MPa] şi рь = - 7,765 [MPa]. 


Aplicația L.A.6 


O bară de secţiune circulară executată dintr-un oţel moale 
având limita de curgere o= 276 [MPa] şi rezistenţa la rupere 
Rm =414 [MPa] este solicitată la tracțiune printr-un ciclu oscilant 
pozitiv la care Fmax = 66000 N si Fain = 22000 N. Bara având 
suprafaţa finisată la strung este prevăzută cu un concentrator de 
tensiune pentru care К, = 2 şi coeficientul de sensibilitate д = 0,75. 
Factorul dimensional = = 0,85. Să se dimensioneze bara ре baza 
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rezistenţei la oboseală utilizând diagrama Haigh си schematizarea 
Soderberg modificată. 


Rezolvare. 
Coeficientul efectiv de concentrare a tensiunilor: 
K, =1+a(K, —1)=1+0,75-1=1,75. 
Limita la oboseală a materialului la tracţiune ciclic simetrică 
este: 
o ,, = 207[MPa]. 


Din figura 1.61 pentru o, = R7 414 [MPa] rezultă y; =0,9. 
Limita la obosealá a arborelui devine: 


O " A 
gt = t gy, = 207:0:85:09 _ мра], 
* K, 1,75 
Caracteristicile ciclului efectiv de solicitare sunt: 
F 
G = — = i val = 84076 / d? [MPa]. 
A ла 
4 
быш = Fain — шш = 28025 / d^ [MPa]. 
A ла 


4 
Amplitudinea şi tensiunea medie ale ciclului de solicitare 
devin: 


max O min 2 
o, = 2. = 28025 / d° [MPa]; 


o = ©те" min — 56050 / d? [MPa]. 


Ciclul efectiv de solicitare se caracterizează prin 


б 
—=0.5. 


În figura 1.68 s-a reprezentat cu linie continuă diagrama 
Soderberg modificată pentru piesă. 

Ciclul limită P, se alege din condiția păstrării constante a 
gradului de asimetrie. Coordonatele acestui punct se obțin prin 
intersecția dreptelor având ecuaţiile: 
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mL 
Rezultă 0, 7125,4 [MPa] si 64;762,7 [MPa]; 
Din conditiile ca: 
С 204 Sau Og 26 
62,7228025/d" sau 125,4256050/d^ 
Se obtine d221,7 mm. 
Calculul de mai sus se referă la un coeficient de siguranță egal 
cu unitatea. 
Dacă vom accepta un coeficient de siguranță egal cu doi atunci 
rezultà: 
31,35228025/d' sau 62,7256050/d". 
De unde se obtine d230 mm. 
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I. 10.Calculul coeficienţilor de siguranță la 
oboseală după metoda_R = const. în cazul 
diagramei Haigh schematizată după Serensen 


Їп cele mai multe cazuri si їп special la arborii de masini, 
calculul la solicitári variabile este de fapt un calcul de verificare 
la obosealá care constá din determinarea coeficientilor de 
sigurantá in sectiunile cu concentratori de tensiune. Pentru osii 
calculul se face numai pentru solicitarea de incovoiere, iar pentru 
arbori se efectueazá calculul la solicitarea compusá de incovoiere 
cu rásucire. Relaţiile de calcul ale coeficienţilor de siguranță 
pentru cele două solicitări au la bază criteriul R=const, utilizând 


diagrama Haigh schematizată după Serensen (fig.1.69). 
Fig. 1.69. 


6,'eBlo,„, nem cá ciclul efectiv de solicitare este reprezentat 
prin pu cl M (Om, Сл). Acceptánd criteriul R=const., ciclul 
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limită va fi reprezentat prin punctul L ale cărui coordonate sunt: 
Сы, ŞI Са. Coeficientul de siguranţă la oboseală se defineşte ca: 


OmaxL 
CN tm 
EUN (1.51) 
Dar: 
O max = Our + Ол, (1.52) 
unde 
oa = O 7 gO: On. (1.53) 
Rezultă: 
O тах, = О + б (1 = teo) . (1.54) 
În schimb: 
o, 
Ou. 2 ES 
2 61-6, 
t = = = 
29 с, с, Yo. 
2 
In aceste condiții: 
O maxL = Oo, +o (1- v.). (1.55) 
Din asemănarea triunghiurilor OME şi OLD rezultă: 
Oa =. бы, ы O aL +O mL ES О maxL 
O, i On i O, + On O max 
de unde: 
O max 
Su = бы 08, (1.56) 


Înlocuind aceste relaţii în expresia (1.52), rezultă: 


лац, ( ) 
O maxL = SI +o, G 1-v, , 


max 


(I.57) de unde: 


O max L O nax L 
GO 


max max 


o ү.= 6 


тах L 


О maxL 
6 (o... 7 94 * V,9,)7 94 = 


тах 


с, (с, *ty,o,)- Oo, =” 
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Oo, 


= 
ыз ре (1.58) 


În mod analog poate fi calculat acest coeficient de siguranță 

51 pentru solicitarea de răsucire: 
т 
С, крй! (1.59) 

În cazul unei piese având un concentrator de tensiune, о 
anumită calitate a suprafeţei respectiv anumite dimensiuni diferite 
de cele ale epruvetei standard, se calculează amplitudinea ciclului 
limită corectată: 


O a = 
L (к.), A (1.60) 
unde 
(K,) as E reprezintă coeficientul global de reducere 
° sy y y K, 


al rezistenţei la oboseală. Având în vedere expresia lui o,, 
rezultă: 


gu d ci пш (1.61) 
(K.), ^ 


(K 
б/р 
(1.62) 
Dacă avem în vedere: 
O = O max L е | 


тах 


înlocuind în expresia lui О'тахт, se obține: 


> age Жа + O max Om Ë Ve | 1.63 
E cota du 


max 


de unde: 
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dar 6,,-0,-79,, 


Rezultă: 
c, = == 1.64 
OCN m 
Respectiv pentru solicitarea de rásucire: 
т. 
(1.65) 


С, = . 
(K.), Tam t wit, 
Pe baza celor doi coeficienti de sigurantá se poate calcula 
coeficientul de sigurantá global, aplicánd una din teoriile de 
rezistenţă. 
Astfel dacă se aplică teoria a treia de rezistenţă rezultă: 


O оз) = үс’ +47 ; (1.66) 


de unde: 
6^ ез) = в? + 47? б 


O ech(3 : o | т i 
Cm ; [2] TES (1.67) 


daro ,-22«, 


Rezultă: 
c 2 c 2 2 
ech(3) M |223 T 
| o, | Š =) A (1.68) 
Notând: 
Oo, 6, Ca 
CEC C =Ë 
Ocn(3) o T 
Se obţine în final: 
1 1 1 CC 
E CNN CIN I.69 
QU pu Ck n 
Aplicatia I.A.7 


Un reductor cu două trepte cu апогепаје cilindrice a cărui 
schemá este indicatá in figura 1.70, tansmite puterea P. Arborele 
conducător se roteşte cu turatia n, iar raportul de transmisie al 
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reductorului este 1=11›‚ unde 1; este rapotul de transmisie al primei 
trepte şi 1, este raportul de transmisie al celei de-a doua trepte. 


Să se calculeze coeficientul de siguranță la oboseală al 
arborelui intermediar. Arborele are suprafaţa finisată la strung şi 
lucrează în aer uscat. 

Se dau: P = 25KW; n = 1800 rot/min; 1 = 300 mm; 

а = 80 mm; b, = 30 mm; b; = 40 mm: r = 2 mm; D, = 55 mm; 
D, = 75 mm; d; = 50 mm; d; = 40 mm; = 4. 

Arborele este realizat dintr-un otel având Rm = 650 MPa; 
o, =370 MPa ; o. = 300 MPa şi т = 0,6с. = 180MPa. Se dă 
y; = 0,05 + 0,1. 


Rezolvare: 
Se calculează initial diametrul roții dinţate 2 care intră în 
angrenaj cu pinionul arborelui conducător: 
D, =i D, =55-4=220 mm. 
Cunoscând turația arborelui conducător şi raportul de 
transmisie i; al primei trepte se poate calcula turatia arborelui 
intermediar: 


n, =—=——=450 rot/min 


Ре baza acestei turatii se poate calcula viteza unghiulară şi 
momentul de torsiune transmis de arborele intermediar. 
A .4 
0 = D = таз =471 rad/sec, 


respectiv 
_25000 . 
dr йа 
Se calculează cele două componente ale forței rezultante 
care acționează într-un angrenaj cilindric şi anume componenta 
radială F, şi componenta tangențială Е, . 
Se stie cá F, = 0,4 Е,. 
Din condiția de echilibru static a arborelui rezultă: 
Mek ape 2. n. 
t в 2 b 2 
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_2M, 2-53 


= = = 482 ; 
= e D 022 SE SN 
pois b ded 
5 D, 0075 
de unde: 
F, -04F, =1931 М; 
= 


E, -04F, —5664 N; 


Pe baza acestor forte s-au trasat diagramele momentelor 
încovoietoare în plan vertical М;, şi in plan orizontal М, (fig. 
Lp. 

Din analiza acestor diagrame ale momentelor încovoietoare 
se vede că secțiunea în care momentele încovoietoare au valori 
maxime corespunde cu secțiunea medie a pinionului. Întrucât 
arborele face corp comun cu pinionul această secțiune este mai 
puțin periculoasă decât secțiunea 1-1 în care există şi un 
concentator de tensiune de tipul unei racordári, (fig. 1.71 a). 

În cadrul acestei secțiuni au fost calculate cele două 
momente încovoietoare şi anume M; = 250,62 Nm şi Му = 884 
Nm. 

Se obține astfel momentul incovoitor rezultant: 


Мы = |M, + My = 250,627 + 884” =918 Nm. 
Datorită acestui moment incovoietor în secțiunea arborelui apare 
o tensiune normală care variază după un ciclu simetric între 
O max $i Omin: 


Rezultă: 


51 


98 


_ 91810 
б, 1502 
32 


= 74,84 MPa 


1 


Arborele conducător 


Arborele condus 


Fig. 1.70. 


Se calculează coeficientul de siguranţă la oboseală în 
această secţiune pentru solicitarea de încovoire: 


în care: 
o = 300MPa; 
o, = 74,84МРа; 
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K 
K ыш fi CS 
| n Buy ey aqu 


K, 2 1 q(K, - 1). Pentru r/d = 2/50 =0,04 si D/d = 75/50 = 
1,5 rezultă din figura 1.46 К,= 2,1. 


НА = 11671 N 


M. 


100 


250,62Nm | 7,52 Nm 


Нв=7316М 


Fo=4827N 


Ез =14160N 


Fig. 1.71. 
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Pentru Rm = 650 MPa şi r = 2 mm din figura 1.56 rezultă 
q = 0,80. Se obţine К;= 1 + 0,80. 1,1 = 1,88. 
Din ecuația (1.48) rezultă: 
e = 1,189.50%% = 0,813. 
Din figura 1.61 pentru К„= 650 MPa corespunzător curbei 
d se citeşte y;70,88. 
Întrucât y» şi үз sunt egali cu unitatea rezultă: 
1,88 
(K), = 0,813 -0,88 — с 
În aceste condiţii se obţine: 
300 
= = 1,52, 
° 74,84 -2,627 
În mod analog se calculează în aceeaşi secțiune şi 
coeficientul de siguranță pentru solicitarea de răsucire: 
С, = la 
Kata Ft 
Se acceptă că tensiunile tangentiale variază după un ciclu 
pulsant pentru care: 
M, $31.10 
me Ww Сол. 
16 


=21,6 MPa, 


= 0 


T min ° 
de unde rezultă: 


gos. Um 10,8 MPa. 


Coeficientul global de reducere a rezistenţei la oboseală va 


K 
K Ee 
| Jo 8-y Y2 Ya 


dar K, =1+d[K, —1). Pentru r/d = 2/50 —0,04 si D/d = 75/50 
= 1,5 rezultă din figura 1.45 K,- 2,22. 
Din figura 1.57 pentru r = 2 mm şi făcând citirea pentru 
otel rezultá q = 0,82. 
Se obține: K, = 1+ 0,82(2,22 — 1) = 2,00. 


fi: 
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Din ecuația (1.48) rezultă e = 0,813 iar din figura 1.61 
rezultă y; = 0,88. 
Întrucât şi үз sunt egali cu unitatea se obţine: 


Rie = 279. 


7 0,813- 0,88 
Alegând pe ys = 0,075 rezultă: 
180 


RS 2,79 -10,8 + 0,075-10,8 ` 


Aplicând relația (1.69) se calculează coeficientul de 
siguranță la oboseală pentru primul concentrator ( racordarea de 
rază r = 2mm): 

C С 1,52-5,83 
бсш зене EN 
JG RO 152/2501 

Ín mod analog se calculeazá coeficientul de sigurantá la 
oboseală şi pentru cel de-al doilea concentrator, respectiv pentru 
canalul de pană. Ambii coeficienți trebuie să fie mai mari sau cel 
puțin egali cu coeficientul de siguranță admis. 


-147. 


I.11. Teorii de cumulare a degradărilor 


I.11.1. Spectre de solicitare 


Aşa după cum s-a arătat in cele mai multe cazuri tensiunile 
variabile nu pot fi exprimate printr-o funcție sinusoidală în 
condițiile unui nivel mediu constant al tensiunilor. 

O asemenea configurație complexă a tensiunilor care apare 
de regulă în elementele de rezistenţă supuse la solicitări variabile 
poartă denumirea de spectru aleator, (fig.I.3). 

Cel mai simplu mod de analiză a unor asemenea spectre a 
fost propus de Gassner care consideră că spectrele reale de 
solicitare sunt echivalente cu un program de solicitare cu 
amplitudini constante care variază în trepte, (fig. 1.72). 
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п n n, n n Cicluri 
Og Hee | 


Program de solicitare 


# —— 


Bloc de solicitare 


Fig. 1.72. 


O asemenea solicitare ciclică multisinusoidalá este compusă 
din secvențe de sinusoide aranjate în grupe. Fiecare grupă este 
caracterizată prin tensiunea maximă 6,,,-60, $1 numărul de 
sinusoide ( numărul de cicluri dintr-o grupă). 

Mulțimea aceasta de grupe distincte având o anumită 
configurație formează un program de solicitare sau un bloc de 
solicitare, (fig. 1.72). Deci programele de solicitare sunt formate 
din acelaşi număr de grupe dispuse într-o anumită succesiune care 
nu se schimbă pe parcursul repetării programului. 

Dacă analizăm curba W O Мег este evident că la nivelul с, 
numărul de cicluri care ar produce ruperea în condiţiile repetării 
acestei grupe este N;. În cadrul exemplului analizat întrucât 
o, <o, <o, rezultă (conform figurii 1.73): 

М> N> N3. 
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о, 


б! 


М 
—— — 
N N NI 
Fig. 1.73. 


Vom nota cu q numàrul de grupe dintr-un program si cu n, 
numărul de repetări ale programului. Cu aceste notatu este 
evident că numărul total de cicluri aplicate la nivelul o, în 
condiţiile repetării programului de n, ori va fi: 

n; — n, : fl, (1.70) 

În cazul în care programul conduce la rupere după Пр 
repetări, numărul de cicluri la un anumit nivel с, devine: 

n, —n, ni, (1.71) 
Rezultă astfel numărul total de cicluri care conduce la rupere. 


1= 


N, = I. (1.72) 


1=1 
In unele situaţii interesează procentajul numărului de cicluri 
ni din numărul total de cicluri N, care conduce la rupere: 


= iq >° (1.73) 
Y 


П. = Q; "NS * 1.74) 
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1.11.2. Criteriul Palmgren - Miner 


Criteriul Palmgren - Miner este unul din cele mai utilizate 
criterii de cumulare a degradărilor şi se bazează pe următoarele 
considerații: 

m fiecare grupă de sinusoide produce o degradare egală cu 
raportul dintre numărul de cicluri din grupă şi numărul de 
cicluri la care s-ar produce ruperea la oboseală păstrând 
constant nivelul de solicitare o, al grupei; 

ш degradarea produsă de orice grupă de sinusoide nu 
depinde de poziția gupei în cadrul programului de 
solicitare; 

B degadarea totală este egală cu suma degradărilor produse 
de fiecare grupă de sinusoide. 

Notăm cu D, degradarea produsă de grupul de m, sinusoide 
corespunzător nivelului o, rezultă (fig. 1.74): 


O max 

Op 

G; 

N 
ЖС 
N; N; 
Fig. 1.74. 
Deco (1.75) 


Degradarea produsă de programul de solicitare format din q 
grupe va fi: 
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D, = >D, 23S | (1.76) 


În cazul repetării programului de np Ori, degradarea totală D 
devine: 
n, 
D = п, п, о (1.77) 
Având în vedere relaţia (1.70) rezultă: 


mU (78 


N NC 
Conform acestei teorii in momentul ruperii D = 1, de unde 
rezultà: 
D- 
-N (1.79) 


Din ecuațiile (1.74) 51 (1.79) rezultă: 


Qi ` N, . 
` N С l; de unde se obține numărul total de 
1 i 


cicluri necesar programului cu mai multe nivele pentru a produce 


ruperea: 
| | (1.80) 


1 
NE Q; - N; 
2s 


Dacă se porneşte de la ecuaţia curbei Wöhler o N = const. 
şi se la un nivel de referinţă ©, căruia її este asociat numărul 
de cicluri N,, (fig. 1.73) atunci rezultă: 
o, N, = const. 


oN, = const. 


M m. (1.81) 


în care b este panta curbei Wohler în coordonate log oa- logN. 
Înlocuind pe N; din (1.81) în ecuaţia (1.80) rezultă: 


de unde: 
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N, = y s: (= (1.82) 


1.11.3. Criteriul Grower 


Teoria Grower consideră că numărul total de cicluri până la 
rupere a unui material supus unui program complex de solicitare 
este format din: 

a) un număr de cicluri N', necesar inițierii fisurii; 

b) un număr de cicluri N", necesar propagării fisurii până la 

rupere. 

Deci numărul total de cicluri până la rupere devine în acest 
caz: 

N =N,+N', . (1.83) 

Dacă considerăm că programul de solicitare contine q 
grupe, din relaţia (1.72) rezultă: 


ADS > m, : (1.84) 


i=1 
— : (1.85) 
unde: 
п',- numărul total de cicluri la nivelul o, obținut prin 
repetarea programului până la inițierea fisurii; 
n''.- numărul total de cicluri la nivelul o, obținut prin 
repetarea programului pentru propagarea fisurii până la rupere. 
Dacă se are în vedere că fiecare grupă are un număr relativ 
mic de cicluri în raport cu numărul total de cicluri, procentajul a; 
corespunzător nivelului o; în raport cu numărul total de cicluri 
este aproximativ acelaşi pentru ambele faze. 
Astfel: 
n; =O N (1.86) 
i o ENS (1.87) 
Considerăm acum un spectru de solicitare cu amplitudine 
constantă o, aplicat până la rupere şi facem notatiile: 
N';- numărul de cicluri necesar inițierii fisurii de oboseală; 
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N";- numărul de cicluri necesar propagării fisurii până la 
rupere. 
Atunci: 
N =N! +N"; (1.88) 
N; numărul de cicluri până la rupere citit în curba Wöhler 
corespunzător nivelului de solicitare o 
Din (1. 88) rezultă: 


N; QN 

N, EN, =, (1.89) 
Introducând notația: 

N; 

a, = NC (1.90) 

Rezultă: 
Ni 
1-а, = М. (1.91) 


Pornind de la aceste considerente Grower aplică їп 
continuare criteriul Miner separat pentru faza de inițiere a fisurii 
51 respectiv faza de propagare până la rupere. 

Aplicând ecuaţia (1.79) obţinem: 


2 
LN, al (1.92) 
respectiv 

SA N in 

Di (1.93) 


Înlocuind pe (1.86), (1.87), (1.90) si (1.91) în ecuaţiile de mai 
sus rezultă: 
Q; E q 
= 2X" EC ăi (1.94) 


i 1 
1 а, М 1 


respectiv: 


Nue . (L.95) 
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In aceste condiţii numărul total de cicluri care produce 
ruperea devine: 


1 1 
№, аа аа (1.96) 
1=1 а; М 1 1=1 (1-а) М 1 


Se constată că dacă a; = a const., indiferent de nivelul 
tensiunilor aplicate, teoria lui Grower conduce de fapt la teoria lui 
Miner: 


N, == 
` 


a l-a 1 


+ = — 1= 
N l 1=1 i=1 


a 
Ni; 


Qi 
Ni 


I.11.4. Criteriul Corten-Dolan. 


Cele două teorii prezentate anterior nu iau în considerare 
interacțiunea degradărilor produse de fiecare grupă de sinusoide. 

Corten şi Dolan au propus un criteriu de degradare 
cumulativ care ia în considerație această interacţiune. Conform 
acestui criteriu degradarea D produsă de n cicluri al unui program 
pur sinusoidal poate fi exprimată prin relația: 

D=r-n 1.97) 

unde: 

-r este o funcție care depinde de nivelul de solicitare; 

-a constantă independentă de nivelul de solicitare. 

Considerăm un program cu două grupe având numărul de 
cicluri n, respectiv n,. Degradarea produsă ca urmare a aplicării 
primelor n, cicluri corespunzător nivelului tensiunii o,va fi: 


D =r n°. (1.98) 
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Numărul de cicluri N, la nivelul o,care produce aceeaşi 
degradare D, egală cu degradarea cauzată de cele n,cicluri la 
nivelul o, se găseşte astfel: 


— aj 


= a 
D =f: =r:n, > 


= _ = id A 
> n» = "|: | . (1.99) 


2 
Numărul n», de cicluri la nivelul ©, care produce aceeaşi degradare 
ca şi cea produsă de programul de solicitare care are n,cicluri la 
nivelul o, şi n, cicluri la nivelul o; este dat de relația : 
n, = n, t n», (1.100) 
Dacă se аге in vedere ecuația (1.99) rezultă: 


r 


m,- 18 +n,. (1.101) 


2 
Numărul de repetări ale programului n, necesar pentru а 
produce ruperea devine: 


eo 
ny = m, (1.102) 
Introducánd în ecuaţia de mai sus pe п, аќ de relaţia (1.101) 
rezultă: 
М, 
Н 1 ; (1.103) 


pr 
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= n sj m n», =] 

Ne, N, (1.104) 
Dacă se are in vedere cá n, = о, · N, relația (1.104) devine: 
aN, | r, à aN, 

EM cis 


de unde se obtine numárul total de cicluri páná la rupere N, pentru 
un program cu douá grupe: 


1 T 
рро 
N, |n, Е "NS | (1.106) 
Extinzând acum calcul pentru cazul unui program de solicitare 
conținând q grupe, relațiile (1.104) şi (1.106) capătă forma generală: 
1 


d Ж 
2 E x: :1 (1.107) 


q q 


N, = БЕР (1.108) 


Se vede са pentru a calcula numărul de cicluri până la rupere 


respectiv: 


14 


trebuie determinate rapoartele =. Corten şi Dolan au propus 


următoarea relație empirică: 


ые | (1.109) 


unde: 
d - este o constantă care depinde de material. 
c,- reprezintă nivelul tensiunii celei mai ridicate din cadrul 


programului de solicitare. 
Inlocuind acest raport în ecuaţiile (1.107) şi (1. 108) rezultă: 


1 
S Са: n 


2a Nee (1.109) 


q q 
respectiv 
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v|9,| a; 
ZPO «| (1.110) 

Se vede că între ecuaţiile (1.82) şi (1110) există о 
concordanţă deplină şi anume ecuația (1.110) se poate obține din 
(1.82) înlocuind panta b a diagramei Wohler prin d şi mărimile de 
referință с, şi № cu c, $1 Ng corespunzătoare nivelului de tensiune 
cel mai ridicat. 

Sub altă formă zis, teoria lui Corten-Dolan poate fi vizualizată 
ca o teorie care utilizează criteriul Miner folosind o altă curbă 


Wöhler denumită curba secundară, a cărei pantă este acum d în loc 
de b. 


1.11.5 Criteriul Freudenthal-Heller 

Criteriul Freudenthal-Heller ca şi criteriul Corten-Dolan are la 
bază aplicarea teoriei lui Miner pentru o curbă de oboseală 
secundară a cărei pantă б este mai mică decât panta b a curbei de 
oboseală primare. Pentru a trasa curba de oboseală secundară se 
alege o stare de referință o*, pentru care durabilitatea N, să fie 


cuprinsă între 10 şi 10^ cicluri, (fig. 1.75). 


Curba secundară 


aM ou 
№“, № N N 
Fig. 1.75 


Curba de oboseală secundară аге ecuaţia: 


N. ot Y 
m zl ) f (1.111) 


* 
N, б; 
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In mod analog se poate scrie şi ecuația curbei de oboseală 


primare: 
N, SE 
Loc E I.112 
Jury e 
Asa dupá cum am arátat Freudenthal —Heller aplicá criteriul 
Miner pentru curba de durabilitate secundará sub forma: 
кат. 
—--] I.113 
1=1 N. ( ) 
Luând în consideraţie procentajul de cicluri la nivelul tensiunii 
o; față de numărul total de cicluri care conduce la rupere în 
condițiile utilizării curbei de durabilitate secundară se poate scrie: 
n, =a N. (1.114) 


În aceste condiţii relația (1.113) capătă forma: 


iz б. N 

——m =]; de unde: 
2, N. e unde 

(Sm). 1.115 
N. (Es RN 


Aplicánd criteriul Miner si pentru curba de durabilitate 
primară rezultă: 


-i 
1 Ке 
мр8) (1.116) 
i №, 
Făcând raportul celor două numere de cicluri se obține: 
i-q Q; 
N. GN, 
N Ba (1.117) 
1=1 Мы 
Din (1.111) rezultă: 
o* Y 
Bas sls (1.118) 
O; 
respectiv din (1.112) se obține : 
x b 
меме 3E (1.119) 
O; 


Dacă se iau în considerare relațiile (1.118) şi (1.119) numărul 
total de cicluri până la rupere devine în acest caz: 
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i-q С; R 
a; 
a E 3 . (1.120) 


Pe baza relației de mai sus Freudenthal a obţinut pantele 
curbelor secundare ó pentru spectre cu mai multe nivele care 
simulează spectrele reale de solicitare, stabilind că această mărime 
depinde de configurația spectrului de solicitare aplicat. 


I.11.6 Criteriul Marco-Starkey 

Toate teoriile prezentate până în prezent au la bază cumularea 
liniará a degradărilor. 

Marco-Starkey considerá cá degradarea D produsá de n cicluri 
de solicitare la nivelul o este o funcție neliniară de numărul 
ciclurilor aplicate şi poate fi scrisă sub forma: 


D=) (1.121) 


unde: 

n-numărul de cicluri de solicitare la nivelul o; 

N- numărul de cicluri până la rupere la nivelul o; 

x, parametru care depinde de nivelul tensiunii aplicate. 

Pentru a explica modul de aplicare a teoriei Marco-Starkey, 
vom considera că blocul sau programul de solicitare este format din 
două grupe , caracterizate prin nivelele с; $1 o> având numerele de 


cicluri nisi respectiv n>. 


Degradarea D' produsă la n. cicluri la nivelul o, va fi: 
х1 


р'=| =], (1.122) 


Pe baza relaţiei (1.121) se poate calcula numărul de cicluri n21 
aplicat la nivelul tensiunii o; care produce aceeaşi degradare D' ca 


si numărul de cicluri n. la nivelul o;: 


Xi 


p-f ЕЗ , de unde: n> E | . (1.123) 
М, М, М, 
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In aceste condiţii numărul de cicluri nos aplicat la nivelul o; 


care produce aceeaşi degradare ca şi blocul format din n. la nivelul 
Су şi n: cicluri la nivelul o» se găseşte astfel: 


nos = n + no ; 
Având în vedere relaţia (1.123) rezultă: 


nop =N, 5 „na à (1.124) 


Degradarea produsă după aplicarea primului bloc devine: 


х1 х2 


p: 6 i El En (1.125) 


In continuare se poate calcula şi numărul de cicluri ns aplicat 


la nivelul tensiunii c, care produce degradarea О»: 


N, N, N, N, 
de unde: pos: E „|. (1.126) 


Relaţia de mai sus permite cumularea continuă a degradării 
întrucât după acest prim bloc, urmează al doilea bloc având la 


început grupul o; cu N, cicluri. Astfel, numărul n,,' de cicluri la 


nivelul o, care produce o degradare D,' de aceeaşi mărime ca şi 


primul bloc plus grupul format n, cicluri la nivelul o, va fi: 


Djs =n; +N}. (1.127) 


Degradarea Оь' va fi: 
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х2 х1 


1; an| . (1128) 


X1 XI 
= 5 = == X2 
Пв = Nig + n, z= n, diee + n, 
М, М, М, М, М, 1 


Intrucât grupul următor de cicluri care se aplică are nivelul o», 


trebuie determinat mai întâi numărul de cicluri П2ь la nivelul 65 
care produce o degradare egală cu cea dată de primul bloc plus 


grupul format din n, cicluri la nivelul o; : 
Б, 5) D | (1.129) 
N, N, 
de unde: 
nn =y, E m| QA (1.130) 
№ N, N, 


Numărul n,,de cicluri aplicat la nivelul © care produce 


aceeaşi degradare ca şi cea formată din cele două blocuri devine: 
(1.131) 


— ' 
Np 0 зв +n, 


de unde: 
х2 х2 
xb х1 
0: (1.132) 


хі 


х2 


Degradarea Ов rezultată din primele două blocuri capătă forma 
x2 
X2. 


à, 5|. (1133) 


X1 
= X2 — 
n, E n, 
N 
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Calculele pot fi continuate astfel din aproape în aproape până 
când degradarea totală cumulată devine egală cu 1. 


Aplicația L.A.7. 

Folosind un număr suficient de epruvete s-a trasat curba 
Wöhler la încovoiere rotativă pentru un oţel, având Rm = 630 MPa. 
Limita la oboseală obţinută pentru acest oţel este o , = 280 MPa. 

În figura (1.76) este trasată această curbă Wöhler în 
coordonate log o - log N. Dacă am lua un set de epruvete identice 
51 le-am supune unei presolicitări o,,,, = 420 MPa la n= 3000 
cicluri de solicitare cu care vom trasa apoi o nouă curbă Wohler, 
evident că limita de oboseală a materialului se modifică şi devine 
O T . 

Aplicând criteriul Palmgren - Miner se cere să se determine 
noua limită de oboseală o pe baza curbei Wöhler a materialului 
nesolicitat. 

Corespunzător nivelului o,,, = 420 MPa numărul de cicluri 
până la rupere este N,=8,3 105 cicluri. 

Întrucât în urma presolicitării am aplicat numărul de cicluri 

n, = 3000, corespunzător acestui nivel mai rămâne o rezervă de 
durabilitate de N, — n, 283-10! 3-10! = 5,3- 10°cicluri. Am găsit 
astfel un prim punc al noii curbe de oboseală a materialului 
presolicitat si саге аге coordonatele o,,, = 420 MPa şi numărul de 
cicluri până la rupere egal cuN, - n, = 5: 10cicluri. 

Pentru a găsi al doilea punct considerăm nivelul 
Oua = О = 280 MPa pentru care numărul de cicluri până la rupere 
este М»=10° cicluri. Aplicând criteriul Miner vom găsi numărul de 
cicluri n, care va determina ruperea la acest nivel în condiţiile 


presolicitării: 
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log Omax 
Omax 


n, —0,638-10* 


3 4 5 6 log N 
Fig. 1.76. 
n, n, 
622-125 
М, 2 


Având cunoscut al doilea punct (punctul ) putem trasa 
curba Wohler a materialului presolicitat marcată cu linie întreruptă 
(fig. 1. 75). 

La intersecția prelungirii segmentului CE cu ordonata 
corespunzătoare lui Nọ = 10° cicluri se obține noua limită la 
oboseală o' , = 270 MPa. 


Aplicația L.A. 8 


Să se rezolve problema anterioară în ipoteza criteriului 
Corten- Dolan, presupunând cá este cunoscută şi curba Wöhler 
secundară marcată în desen prin p. 1.77). Problema se rezolvă 
în acelaşi mod, numai că de această dată criteriul Palmgren-Miner 
se aplică pentru curba Wóhler secundară. 
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Corespunzător nivelului Об ы, = 420 MPa, numărul de cicluri până la 
rupere este N, = 7,76 105 cicluri. 

Întrucât în urma presolicitării s-a aplicat numărul de cicluri 
n, = 3000, corespunzător acestui nivel mai rămâne o rezervă de 
durabilitate de N, — n, = 7,76:10° — 3-10? = 4,76 - 10? cicluri. 

S-a obținut astfel primul punct! À al поп curbe de oboseală a 
materialului presolicitat şi care are coordonatele с, = 420 MPa $1 
numărul de cicluri până la rupere N, — n, = 4,76 -10°. Pentru a găsi 
punctul B | considerăm nivelul с» = 262 MPa pentru care numărul 
de cicluri până la rupere este N> = 10° cicluri. Aplicând criteriul 
Miner vom găsi numărul de cicluri П,, care determină ruperea Іа 
cest nivel: 


max 1 


LN NN 
N N 
а, =10% 13000. |. 613 10°cicluri 
7,76 -10 
log Omax 
Omax 
0,8R,, 
2,7 Q 
2,62 max Ap Sa һм 
Sal SS 
ni 
4— = 
№=7,76 10? 


2,44 


2,146 


3 4 5 6 log N 


Fig. 1.77. 


Avánd cunoscut al doilea punct, (punctul B) se poate trasa 
curba Wóhler a materialului presolicitat in ipoteza criteriului Corten 
- Dolan. 
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Se obţine noua limită de oboseală o” = 232 MPa. Criteriul 
Corten - Dolan, luând în considerare interacțiunea degradărilor 
produse de fiecare grupă de sinusoide, conduce la rezistenţe la 
oboseală mai mici decât criteriul Miner. 

Aplicația L.A.9 

În urma încercărilor la solicitări ciclic simetrice a unui număr 
de 50 de epruvete dintr-un otel slab aliat s-au obţinut următoarele 
durabilitáti în funcție de nivelul de solicitare (tabelul 1.6). 

Să se determine limita de oboseală o. şi exponetul b din 
ecuația curbei de oboseală a = C. În tabelul alăturat sunt 
indicate pentru fiecare nivel de solicitare intervalele pe care s-au 
situat numerele de cicluri până la rupere precum şi media acestora. 

Pentru Omax = 264 MPa nu s-au rupt până la 107 cicluri două 
epruvete, iar la nivelul Omax = 260 MPa nu s-au rupt până la acelaşi 
număr de cicluri opt epruvete. 


Tabelul 1.6. 


În figura 1.78 s-au reprezentat în coordonate Omax ; N 
domeniile de dispersie ale numerelor de cicluri corespunzător celor 
cinci nivele de solicitare. În urma trasării curbei Wóhler s-a obţinut 
rezistenţa la oboseală с. = 260 MPa. 
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Scriind ecuaţia curbei Wöhler pentru două puncte prin care 
trece aceasta se obține: 


290^.5.10 = C 
|290) 2.10 yino 
— = = 
270) 7510 7^ 
270° .2.10%=C 
Prin logaritmare rezultă: 
pielon- asp spa ci 
очла аш = 


Aplicația L.A.10 
In urma încercărilor la oboseală a unui oţel slab aliat s-a 


obținut curba Wöhler prezentată în aplicaţia anterioară. Aplicând 
criteriile Miner şi Serensen-Kogajev, se cere să se calculeze 
numărul de blocuri de solicitare care conduc la rupere. Blocul de 
solicitare constă din trei nivele având: 
су = 290 MPa pentru n, = 2300 cicluri 
o, = 270 MPa pentru n, = 1700 cicluri 
сз = 280 MPa pentru n, = 3000 cicluri 
Aplicánd criteriul Miner rezultă: 
n m n 
пв UN, +7: = 
în care N, = 5.10? cicluri ; № = 2.10€ cicluri ŞI № = 10° cicluri. 
Se obține: 
1 1 1 
к^ m n n, 2300 1700 3000 4,6-10°+8,5-10°+3-10° 
N N, ТМ, 510 210# 10% 
Dacă se aplică criteriul Serensen-Kogajev, numărul de blocuri 
până la rupere este dat de relația: 
b 


a o N, 


1 


= 118 blocuri 


(1.133) 


п ыллык т ооо == г> —____==————=——_ 
Вг b b b 
П io, + n,O, + n,o 


unde: ap = 0,6 (coeficient în teoria Serensen-Kogajev); 
No = 10! cicluri. 
Se obține: 
0,6-260'°.10” 
ng = 19 19 19 
2300.290 ° + 1700.270 + 3000.280 
Se vede că aplicarea criteriului Serensen-Kogajev conduce la 
un număr de blocuri cu 36% mai mare decât criteriul Miner. 


= 176 blocuri. 
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CAP. II. INTRODUCERE ÎN MECANICA 
RUPERII 


II.1. Consideratii generale 


Asa dupá cum s-a vázut, in rezistenta materialelor se 
acceptá printre alte ipoteze si ipoteza mediului continuu, conform 
cáreia un corp ocupá integral spatiul delimitat de volumul sáu, 
făcându-se abstracție de prezenţa unor defecte sau discontinuități 
de material. 

Їп realitate insá in multe cazuri cum ar fi: imbinárile sudate 
sau o serie de piese obtinute prin turnare, prezenta unor defecte 
de tipul unor fisuri nu poate fi neglijată. 

În afară de aceasta, aşa după cum s-a arătat în capitolul 
anterior, ca urmare a solicitărilor variabile pot să apară fisuri de 
oboseală care se propagă în timp. 

Față de cele de mai sus mai trebuie subliniat că diferenţa 
semnificativă între rezistenţa teoretică la rupere a unui material 
calculată pe baza forțelor de coeziune interatomică şi rezistenţa la 
rupere reală nu poate fi explicată decât tot prin prezenţa unor 
defecte inerente condiţiilor de elaborare a unui material. 

Pornind de la aceste aspecte generale începând cu anul 1920 
s-au inițiat o serie de studii şi cercetări teoretice şi experimentale 
privind ruperea în medii cu fisuri care s-au concretizat prin 
apariția unei discipline noi de mare actualitate, denumită 
mecanica ruperii. Mecanica ruperii se bazează pe o serie de 
discipline printre care amintim: Rezistenţa materialelor, Teoria 
elasticitátii, Teoria plasticitátii, Fizica materialelor, etc. 


II.2. Obiectul si problemele disciplinei de mecanica 
ruperii 


Obiectul disciplinei de mecanica ruperii constá in a da un 
răspuns cantitativ asupra rezistenţei unei structuri in care există 
sau în care a apărut o fisură. 
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Dintre problemele puse şi la care mecanica ruperii саша să 

răspundă putem aminti: 

a) Cum variază rezistenţa unei structuri (rezistența 
reziduală), atunci când o fisură existentă în aceasta se 
extinde în timp. 

b) Cât de mare este lungimea maximă admuisibilă а unei 
fisuri, care poate fi acceptată în serviciu. 

c) Care este durata de timp necesară pentru ca o fisură cu o 
anumită lungime (lungimea minimă detectabilă) să 
crească până la valoarea maximă admisă. 

d) Cât de lungă este perioada de timp până la care 
detectarea fisurii devine posibilă şi cât de des este necesar 
să se facă controlul fisurilor în structura existentă. 

Aceste consideraţii sunt prezentate explicit în figura П.1. 


К (Rezistenţa de rupere a materialului) 


Curba rezistenței reziduale 


Tensiunea de calcul 


LUNGIMEA FISURII 


Curba de propagare 
a fisurii. 
MN Lungimea maximá a 
fisurii 
Lungimea minimă 
detectabilă a fisurii LUNGIMEA FISURII 


Fig. П.1 
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II.3. Moduri si tipuri de ruperi 


Sub acțiunea sarcinilor exterioare corpurile se deformează 
elastic, plastic sau elasto-plastic. 
Comportarea unui material poate fi: 
E ductilá în condiţiile în care în procesul de rupere curgerea 
are un rol determinant; 
E fragilă în condițiile în care în procesul de rupere 
deformatiile sunt neglijabile. 
În figura П.2 este indicată comportarea la tracţiune a unei 
epruvete din aluminiu la care se remarcă o comportare ductilă. 


Secțiunea de rupere 


con 


Ruperea 


| Е сира 


Energia specifică de deformatie 
având un caracter predominant 
plastic. 


Fig. П.2. 


În aceeaşi figură se indică şi curba caracteristică 
corespunzătoare tipului de rupere prezentat. Se remarcă faptul că 
ruperea este precedată de deformatii plastice importante iar 
secțiunea de rupere are forma de con-cupă. 

La materialele fragile, în schimb aria secțiunii epruvetei în 
zona de rupere nu suferă modificări până la rupere (fig. 11.3). În 
figura П.3 este indicat modul de rupere al unei epruvete din fontă 
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51 curba caracteristică corespunzătoare. 


Ruperea 


E. 


Energia specificá de deformatie 
având un caracter predominant 
elastic 


Fig. II.3. 


dg 
-Creşterea — 
dt 


- Місѕогаге T 


€ 
“ra Fig. П.4. a 


Acelaşi material, in funcție de viteza de deformatie sau 
temperatură poate avea o comportare ductilă sau fragilă. 
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În figura П.4 sunt indicate o serie de curbe caracteristice 
obținute pentru diferite viteze de deformatie £ şi temperaturi T. 


Se vede са o dată cu creşterea vitezei de deformatie 
respectiv cu micşorarea temperaturii acelaşi material tinde să 
treacă de la o comportare ductilă spre una fragilă, (fig. 11.4). 

Prezența unor defecte este importantă pentru ambele tipuri 
de ruperi. 

În condițiile ruperii ductile în care curgerea are un rol 
determinant, defectele care controlează rezistența la curgere 
plastică sunt: interstițiile, limitele gráuntilor precipitatelor şi 
rețelele de dislocatie. 

Prezența unor defecte cum ar fi incluziunile porozităţile, 
zgârieturile suprafețelor sau chiar unele fisuri de dimensiuni mici 
au un efect neglijabil asupra curgerii plastice la aceste materiale. 

În schimb la materialele fragile existenţa şi dimensiunile 
defectelor au o importanţă deosebită deoarece curgerea în acest 
caz are un caracter puternic localizat iar câmpul de tensiuni- 
deformatii este asociat de prezenţa defectelor. În cadrul noţiunilor 


introductive prezentate în acest capitol se vor analiza numai unele 
aspecte ale ruperilor fragile. 


II.4.Rezistenta teoretică la rupere a unui material 


Atomii după cum se stie sunt formati din particule 
purtătoare de sarcină electrică. Ca urmare între aceştia acționează 
în acelaşi timp forte de atracţie şi forte de respingere, (fig.II.5). 
Abscisa d a punctului A, în care forţa interatomică este nulă 
marchează distanţa interatomică a cristalului nedeformat. 

În figura II.6 s-a reprezentat variaţia tensiunii de coeziune 
O în funcție de distanţa interatomică. 

Se vede că pentru a mări distanţa interatomică d, tensiunile 
aplicate trebuie să crească întrucât efectul de atracţie este mai 
puternic decât cel de respingere. 

Ordonata punctului A marchează rezistența maximă de 
coeziune care este interpretată ca rezistenţă teoretică la rupere 
o, a unui cristal. 
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Forţa de atracție 


Forţa 
interatomică 


Distanţa 


| Ты. interatomică 


Forţa de respingere 


Distanţa 
interatomică 


Fig. II.6. 


Admiţând că această curbă este o sinusoidá unde À este o 
lungime de undă fictivă, ecuaţia acesteia devine: 
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o 
с=с, п (II.1) 
Acceptánd valabilitatea legii lui Hooke şi luând pe d ca 


lungime inițială rezultă: 


X 
o=Esg=EËE d 
respectiv 
do E 
E cand х—0 (1.2) 


Din ecuația (IL 1) rezultă: 
do 210,  2mx 


— = COS 
dx À À 
În condiţiile unor deformatii foarte mici când x — 0 obținem: 
do 2ло 
Ол, (П.3) 
Din (11.2) şi (11.3) rezultă: 
2лс„ E , 
Ate (II.37) 


dacă se are in vedere cá À si d sunt aproximativ de acelaşi ordin 


de márime obtinem: 
E E 
Ou ET. sau o, € 


E (IL4) 


Ruperea implicá producerea a douá noi suprafete care 
necesitá un consum de energie 2y , unde: 
Y - este energia absorbită pe unitatea de lungime a fisurii în 
extensie (energie superficială). 
Este evident că această energie este determinată de aria de 
sub curba indicată în figura II.6. 
À 


jus dne М PE i x = 
a À u^ À | 
С 
= 2y=——  deunde: 
Ж, 
Om = (II.5) 


Din (П.3°) si (II.5) se obţine: 
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сб = E) (1.6) 


Aplicația II. A. 1 


Să se determine rezistenţa la rupere a unui otel pentru care 


se cunosc: E = 2,1 101! №; ү=1Ј/т?; d225A-25 1079 m, 
Aplicând ecuaţia (11.6) se obține: 
1 


1 

Бу А 11 р 2 

c, =| EL = 2119 1 |" _28,98Gpa 
d 2,5-10 


Din acest exemplu se vede că rezistența teoretică la rupere 
depăşeşte cu mult rezistenţa la rupere Rm determinată 
experimental printr-o încercare de tracțiune. 

Prima explicație coerentă a diferenței dintre valorile 
teoretice şi experimentale ale rezistenţei la rupere a fost dată de 
Griffith. 

Griffith postulează cá solidele contin microfisuri (defecte) 
care sunt inerente condițiilor de elaborare a materialelor. Aceste 
microfisuri produc o concentrare a tensiunilor, ceea ce face ca 
rezistența teoretică la rupere să fie atinsă chiar dacă tensiunile 
nominale sunt cu mult mai mici decât © n. 

Cele de mai sus se justifică pe baza rezultatelor 
experimentale obținute de Griffith la încercarea de tracțiune a 
unor fibre de sticlă cu diferite diametre (fig. 11.7). 

Se observă că o dată cu micşorarea diametrului fibrelor 
rezistenţa la rupere creşte întrucât influenţa defectelor de material 
se atenuează. 

Acesta este motivul pentru care asemenea fibre cu diametre 
mici se folosesc ca elemente de armare la materialele compozite. 
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c, [MPa] 
2080 


1560 


1040 


520 


2,5 5 75 10 12,5 аат] 
Fig. II.7. 


II.5. Teoria lui Griffith 


Considerám o placá infinitá realizatá dintr-un material 1deal 
elastic, cu grosimea egală cu unitatea, în care s-a introdus o fisură 
având lungimea 2a care străbate întreaga grosime a plăcii. Placa 
este solicitată prin tensiunile с aplicate la infinit (fig. 11.8). 

Energia totală W a plăcu fisurate, poate fi scrisă sub forma: 


W = W, + W, + W, — L (1.7) 
їп саге: 

Wo-energia elastică a plăcii nefisurate. 

W.- variația energiei elastice cauzate de introducerea fisurii 
în placă; 

W,- variaţia energiei superficiale ca urmarea formării 
suprafeţelor fisurii. 

L- lucrul mecanic al forțelor exterioare. 

În figura П.9 este indicată variaţia energiei totale W în 
funcţie de lungimea fisuri a. 
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O 
b 
2а << b 
2a 
4— 4 
O 
Fig. II.8. 


Propagarea instabilă a fisurii se produce atunci când W nu 
mai creşte o dată cu creşterea lungimii fisurii a, deci instabilitatea 
în extensia fisurii impune ca: 


— <0 (II.8) 


p J 
Instabilitate | — = 
da 


Lungimea fisurii а 


Fig. П.9. 
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Având în vedere са Wo este o constantă rezultă: 


d 
al We +W, =) «0 (П.9) 
бап 
4 dW, 
bM SEE (IL10) 


Din ecuatia de mal sus rezultá, conform teorte1 lui Griffith 
că instabilitatea în extensie a unei fisuri se produce atunci când 
energia disponibilă pentru extensia fisurii depăşeşte energia 
necesară formării noilor suprafeţe ale acesteia. 

Introducánd notatiile: 

S (L-w)-G ш!) 

da 5 | 
unde G este forta de extensie a fisurii pe unitatea de grosime a 
plăcii şi 


—=R (П.12) 


unde R este rezistenţa la fisurare pe unitatea de grosime a plăcii, 
ecuaţia (II.10) capătă forma: 
G>R (1.13) 
Dacă analizăm cazul particular când L = 0 , ecuația (11.7) 
devine: 
W = W, + W, + W, (П.14) 
În analiza efectuată, Griffith a folosit expresia W. ‚ dată 
Inglis sub forma : 


noa 
W,- = (1.15) 
Energia superficială W, este dată de ecuaţia: 
W, = 2(2ay,) (II.16) 


unde: 
-y, este energia specifică elastică superficială; 
-2(2a-l)este aria suprafeţelor formate prin introducerea într-o 
placá cu grosimea egalá cu unitatea a unei fisuri cu lungimea 2a. 
Înlocuind pe (II.15) şi (11.16) în ecuaţia (II.14) rezultă: 


o 
W=W,- T +4ау, (1.17) 
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W. s-a introdus în ecuația de mai sus cu semnul minus, 
întrucât reprezintă energia elastică eliberată. 

Instabilitatea în extensia fisurii se obține punând condiţia ca 
W să fie maxim sau: 


dW 
Fr de unde 
a 
zw B )-о 
da 0 E ay. Zh 
pa 9% 0 
аг = 
Rezultă: 
noa 
d aoc Ош. (П.18) 


1 
2Ey. \2 
respectiv: суа : (1.19) 


Întrucât E si y, sunt nişte constante de material, rezultă cá 
extensia instabilă a unei fisuri într-un material ideal elastic se 
produce atunci când produsul суа atinge o valoare critică 
specifică fiecărui material. 

Irwin şi Orowan au arătat că la majoritatea materialelor şi în 
special la metale ruperea este însoțită de deformatii plastice 
importante. Pentru astfel de materiale s-a propus o corecție a 
ecuaţiei (II.18) sub forma: 


2 
= (ү, +Y.) (11.20) 
unde v, reprezintă energia specifică superficială plastică. Pentru 
materiale relativ ductile întrucâty.<<Y,, rezistenţa la fisurare R 
va fi determinată de energia specifică superficială plastică ү,. 


Aplicația II. A.2. 


Se consideră o placă din sticlă solicitată la tracţiune printr-o 
forţă rezultantă F = 5000 N. Să se calculeze lungimea minimă a 
fisurii care conduce la ruperea instabilă a plăcii în aceste condiții 
de solicitare. 

Se dau y, 0,5J/m^; v= 0,25; E = 60 GPa; 1= 2 m; 
b = 200 mm; şi grosimea plăcii t = 2 mm. 
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b 
| 
2a 
«— ——— 
F 
Fig. II.10. 
Rezolvare 
Tensiunea O care apare in placá va fi: 


_ F — 5000 
tb 200.2.10* 
Lungimea minimă a fisurii dată de ecuaţia (II. 19) este: 

2Ey, 2.60.10" .0,5 
no л:1,25° 10" 
Їп aceste conditii 2a = 0,2446 mm. 
Relaţia de mai sus este valabilă pentru starea plană de 
tensiune. 
Pentru starea plană de deformatie ecuaţia (11.19) devine: 
1 
| 2Ey. Ë , 
o "| (1- )na | , de unde rezultă: 


ë = 1,25: iN 
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Еа ЕЭ ара, 


" ü-vi)khe! 10,25 


Se vede cá starea planá de tensiune este mai restrictivá decát 
starea planá de deformatie. 


П.6. Câmpul de tensiuni si deformatii in 
vecinátatea unei fisuri. Factorul de intensitatea a 


tensiunii 


Cu toate aspectele interesante, teoria lui Griffith. are unele 
neajunsuri in aplicarea ei din cauza dificultátilor practice privind 
determinarea energiei specifice Y , cu cele două componente. 

Pornind de la acest aspect în anul 1950 Irwin dezvoltă o 
teorie nouă fundamentală în mecanica liniar elastică a ruperii 
bazată pe FACTORUL DE INTENSITATE A TENSIUNII, 
notat cu K, în onoarea unuia dintre colaboratorii apropiați şi 
anume Joseph KIES. 


II.6.1. Moduri de solicitare. 


Extensia unei fisuri în procesul de propagare a acesteia se 
poate face în trei moduri, care mai sunt cunoscute sub denumirea 
de moduri de solicitare. 

Modul I - fisura se extinde ca urmare a deplasării punctelor 
de pe suprafața fisurii după o direcție perpendiculară pe planul 
acesteia, (fig.II.11.a). 

Modul II - fisura se extinde prin alunecarea frontală. 
Deplasările punctelor de pe suprafaţa fisurii au loc în planul 
acesteia, perpendicular pe frontul fisurii şi în sensul de înaintare a 
acesteia, (fig.II.11.b). 
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Modul III - fisura se extinde prin lunecarea laterală, 
deplasările punctelor de pe suprafaţa fisurată se fac în planul 
fisurii, paralel cu frontul acesteia, (fig.II.11.c). 

În figura П.11, sunt indicate cele trei moduri de extensie ale 
fisurii. Alte moduri posibile pot fi prezentate prin combinarea 
acestora. 

În cele ce urmează se va face o analiză a stării de tensiune 
în vecinătatea unei fisuri care se extinde conform modului Í şi 
care reprezintă situația cea mai frecvent întâlnită în practică. 


Modul 1 


a) 


Modul П 


b) 


Modul III 


c) 


Fig. II.11. 
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П.6.2. Aproximatia lui Irwin privind starea de 


tensiune din vecinátatea unei fisuri 


Fiind o problemá de stare planá de tensiune se porneste de 
la ecuatiile de echilibru: 


0c, No б 

OX ду 

Ot, до, 

бу y. = 0 (П.21) 


şi condiţia de compatibilitate care este: 
Os, дє, Ow, 


+ = 
Dacă avem în vedere legea lui Hooke generalizată: 
Ee, =0,- УС, 
Es, =0,- УС, (П.23) 
Сү ху = туу 
şi relația dintre constantele elastice E, G şi у: 
E 
C7 (туу)? 
condiția de compatibilitate devine: 
% д? Е Pty 
re = vo,)+ a sls. = ус,) = G дхду 
de unde rezultă: 
дс, дс, дс, дс, дт. 
ex? =V дх? + oy! =V oy! = 2(1+ v)- дхду (П.24) 
Din ecuaţiile de echilibru (11.21) se obține: 
90, Ос д°с, m 


Ox? ИШЕ oy — Oxóy ° 
de unde prin adunare rezultă: 
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д°с, + д°с, — 2 ту 
Din (11.24) şi (11.25) se obține: 
Qo, 0с 0c, 05, ЕЕ LZ 21 


И шу a 


de unde rezultă: 


д? 2 
(б; ко.) + 5 slo, +с,)= 0 (П.26) 
care mai poate fi scrisă sub forma: 
V'(s, +с,)= 0, (11.27) 


ecuație cunocută în teoria elasticității sub denumirea de 
condiția lui Levy. 

Componentele tensorului tensiunilor, aşa după cum se ştie 
pot fi exprimate cu ajutorul funcției de tensiuni Y(x,y) sau 
funcţia Airy, folosind relațiile: 

O 2 ая = — p (II..28) 

* ду 0x20” дхду " 
din care rezultà: 

QU. ЛОМ uer. GONE. 

Ox  OxX0y" Oy  Ox0y" 

Oo, дЧФ Oo, ow 


X 


ду? = oy" Әх? = aí ; (П.29) 

Înlocuind relaţiile (11.29) în (11.26) se obţine: 

e д oY 

дх* i дх?ду? d ду* E 
51 care mai poate fi scrisá sub forma: 

Vip = V'(v^y) = 0 (11.30) 

Funcţiile саге satisfac asemenea ecuaţii sunt denumite 
funcţii biarmonice. 

Pentru o placă infinită supusă la solicitări biaxiale, 
Westergaard a introdus o funcție de forma: 
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Ч(х,у) = Re Ф(2) +уІт Ф(2) (0.31) 
unde dXz)este o funcţie de variabilă complexă 
Z-X-ti:y, 


iar Ф(2) si O(2) sunt integralele de ordinul I si II ale funcţiei de 
variabilă complexă (z). 

Se poate uşor arăta cá partea reală şi imaginară ale fiecărei 
funcţii analitice de variabilă complexă satisfac ecuaţia (11.30). 

În aceste condiţii funcţia dată de relaţia (IL31) poate fi 
folosită ca funcție de tensiune sau funcția Airy. 

Pentru rezolvarea problemei se va apela la ecuaţiile Cauchy- 
Riemann în condițiile unei funcţii de variabilă complexă f(z): 


A Re f(z)) а(х) 


Ox ду 
Tw "E _ (11.32) 


Pornind de la ecuațiile (11.28) şi având în vedere expresia 
funcției Airy dată de relația (11.31) rezultă: 
ev e (Re ez) (yIm 4X2) 
= = + 
O, ду? ду? ду? 
(1.33) 
Calculăm inițial primul membru al relației (11.33): 


——=—=iReQ(z) 
Oy — OZ 

(Re Ф(2)) .aRed(2) .dRed(z)or _ 
Oy у | & i 


ду 
-i'Red(z)--RedYz) (11.34) 


În mod analog al doilea membru al relaţiei (11.32) devine: 


A y Im x z)) x A Im Ф(2)) 

БЕЙ — = [m Ф(2) + У y — 

O(yIm X z)) » Im Ф(2) x A Im Ф(2)) A ô’ (Im &(2)) 
oy ôy O ж 
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Rezultă: 
(y Im dz) ? d Im Ф(2)) (а 4X z)) 


Din (11.32) rezultă: 


A Im dX z)) а &КеФ( z)) 


ду Ох 
almo(2) Е A Re Ф(>)) Oz TN 
Oy i OZ Ox 
190) КеФ 2) (1.36) 
Dar 
A Im o z)) Е A Imd z)) 02 _ | 
EE Xu жо = y-i-ImdX z) 
9 (Im d z)) Е Аш») _ ,, Uma a) 02 
y oy u У ду y; 25 ду 
m ией = у:і? Im® (z) = -y Im® (2) (1.37) 
Înlocuind pe (1.36) şi (11.37) în ecuaţia (11.35) se obţine: 
2 y Im Ф(х)) | 
ЖЕ XE Ж, (11.38) 


Având în vedere relațiile (11.34) şi (11.38), tensiunea с, dată 
de ecuația (11.33) devine: 


o, =— RedXz) +2 Re® z) - yIm® (z) = 
— о, = Re®(z)-yIm® (z) (1.39) 


În mod analog : 
ФҸ (Ке ez) И (уа Ф()) 


Y o? .— Ox? Ox? 


A y Im Ф(2)) _ „Am iz) _ A Im dz )) OZ 
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Две Ф(2)) ARE Ф(2)) az 


E а 
б az әк Rv 


[Re (2) aRed(2) ARE T) az 
Ox? i Ox Oz Ox = 
(Re Ф(2)) 


— = Redz) (11.41) 


Ox x 7Y б ax mW 


yIm Ф(2)) B aA Imd z)) _ д (Imd z)) д2 


OX Ox 7 6 6x 

= y Im® (z) (1.42) 
Din (11.40), (11.41) şi (II.42) rezultă: 

o, = Redz) + yImb'(z) (11.43) 


Tensiunea tangentialà: 
бр 


A Im &(2)) 


= mhz) y 92 11.44 
D y uw (11.44) 
Aplicând condiţiile Cauchy-Rimann (11.32) rezultă: 


d Re Q (2) Е: 41%(2)) 


ду i Ox 
În aceste condiţii ecuaţia (11.44) devine: 
ov д4 o(2)) «Im ‚АФ (2) _ 
Oy Ф 


= — Im (z) + Im O (z) тын = 
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- = iyImdX z) (1.45) 


Rezultă astfel: 


Ф . &ImdXz)) 


хоу > ра (1.46) 
Dar 
A Imd z)) NE A Red z)) 
Ox ду 
de unde: 
2 
NL ,ARedD) _ iy Reb(2) = -y Reb(z) 
OxOy ду 
Deci: 
т = -y ReD(z) (11.47) 
S-au obţinut astfel soluțiile generale: 
c, = RedYz) - y Imo (z) 
o, = Red z) + y Imo (z) (II.48) 


Ty = -y Re® (z) 

Pentru problema pe care o analizăm funcţia (z) trebuie 
să îndeplinească unele condiții de contur specifice cazului 
prezentat (fig. 11.12). 

Pentru o placă infinită solicitată biaxial şi care este 
prevăzută cu o fisură centrală, condițiile la limită sunt: 

- pentru -a <x <a şiy=0; —0,-0 

-pentrux - to; —0,-0 

- pentrux - £a; —0,-0; (condiţia de singularitate). 

Un exemplu de functie care satisface aceste conditii este 
functia: 


o (z) = ———- (11.49) 
Е: 
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Tom cp 


4— — 
«— 
Oo 
o 
4— 
— 
«— 


peas rc 


Fig. II.12. 


Din sistemul (П.48) rezultă cá pentru y = 0 se 
obţine o, = Red(z). 


o(x t iy) OX 
llb к сс zr 
Pentru -a < x <a = Re@(z)= 0si deci prima condiţie este 

îndeplinită. 

Când z— o din (11.49) se vede cá @(z)= o. 

Respectiv pentru Z= ta se vede iarăşi uşor din (11.49) că 
este îndeplinită condiția de singularitate. 

Se deplasează sistemul de axe, cu originea în vârful fisuri, 
introducând în acest fel o nouă variabilă: 

n=z-a 
În aceste condiţii funcţia O(z) devine: 
б _ o(a + n) 


a(n) = р 11.50 
ji- - V (aix) а? end 
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Întrucât N << a într-o primă aproximaţie se obţine: 
oa a 
ЫШ ЕТ 25 (1.51) 
Relaţia de mai sus permite o extindere a studiului analitic. 
Trecând de la sistemul de axe cartezian cu originea în vârful 
fisurii la un sistem de axe polar cu aceeaşi origine, atunci: 
n-re*, (11.52) 
şi funcţia O(n) dată de ecuaţia (11.51) devine: 


Red(n), Red'(n) Imd(w) 
(1.53) 
Relaţia (П.53) poate fi aplicată numai pentru r << a , având 
în vedere aproximatia făcută în relația (11.51). 
Pornind de la expresia lui (n) dată de ecuaţia (11.53) se pot 


determina acum: Red(n), Re&(n), ІФ. 
Aplicánd formulele lui Euller: 


-lig .. 0 
g^ = cos, —isin, (11.54) 


funcția dn) dată de relația (11.53) devine: 


an) em ? isin] 
Lam TRD ў 2 


de unde: 
сула Ө 
Ren) = Dar соз 
сута, Ө 
Im Om) = Өлү Тә (П.55) 


Pornind de la expresia lui O(n) dată de relaţia (11.51) scrisă 
sub forma: 


Ф(п) = ^n 
se obține: 
3 
9q)-- Ite "o 
: 11oda -je 
d (ncc Jar e 2 
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respectiv: 
11 сута -ži 
Q'(n)2-.- 
(0 at (1.56) 


Aplicând relațiile lui Euller rezultă: 


1 сула( 30 ,. 2 
Ф' ИУ ЩЕ П.57 
(n) = SE ca 2]; (157) 
de unde: 
веФ'(п)=- 1 oyra cos 
2r 42nr 
respectiv 
ly сула, N 
КеФ' 0$ 
Ў mss 2r Jae 
Dar 
0 Ө 
м sin 0 = 2sin — cos— 
r 2 2 
Inlocuind în relaţiile de mai sus obţinem: 
сула 0 30 
Кеф! = sin — cos — cos II.58 
y Red (n) - - 77 sin соз cos (1.58) 
Din relația (11.57) rezultă: 
2r m 
de unde: 
У ONTA in N 
Im Ф' 
4 (n)= 2r Ja 
Avánd in vedere с de mai sus rezultă: 
сула, 0 0. 30 
Im O'(n)= sin —cos —sin П.59 
yImQ'(n)- — sin, cos, sin (11.59) 
Inlocuind relatiile (11.55), (11.58) şi (11.59) în sistemul (11.48) 
obținem: 
сула cos Ө _oyna sin 2 cos 2 sin £ 
O. = — 
*  AJ2nr 2 N2mr 2 2 2.. 3 
= сула cos 2 + сула sin E cos 9 sin 25 
e AN 42nr 2 27r 2 2 a. * 
ovra Өө 0 30 
т = Sin — cos- cos 
R 2np "202 2 ? 
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respectiv: 
Ov na Ө (- m 10 | 
О, = Sin. COS — 2 — sin — 7° ; 
сула | Ө - 
y = NODI 1+ sin— 2 sin ; (1.60) 


сула © © 3 
TU xy = Jonr sin — 2095, COS —- 2 
Din ecuaţiile de mai sus se vede cá tensiunile la vârful 


fisurii se calculeazá ca produsul dintre un factor geometric 


1 
Ho zi ! 
бй (0) care depinde de poziţia elementului pe care se 


calculează aceste tensiuni si un factor сула . Acest ultim 
factor care determină mărimea tensiunilor în vecinătatea unei 
fisuri, a fost denumit FACTOR DE INTENSITATE A 
TENSIUNII si se notează cu Кү. Indicele I indică modul întâi de 
solicitare (fig. 1.11). Pentru celelalte moduri de solicitare vom 
avea evident Ку respectiv К. Aceste mărimi se măsoară în 
MPaym. 

Relaţiile (11.60) pot fi scrise şi în funcție de tensiunile 
principale: 

+ 

0,5 = = 2 = + г (в. — 6, ) TAA xy (II.61) 

Înlocuind ре Ox, Oy $1 туу cu expresiile lor date de sistemul 
(11.60) rezultă: 
ES cos i + ! E sin” 9 йн? SI. cos? ° + AK, sin? D ino d eos 19 
2mr 2 2 


2nr 2 2 2 2mnr 2 2 2 
de unde rezultă: 


С, = Ki eos (resin) 
элг 2 2 
К, Ө ; J 
с, = cos—| 1 -sin — II.62 
` amr 1l 2 ( ) 


Relaţiile de mai sus sunt valabile pentru starea plană de 


tensiune. Pentru starea plană de deformatie mai apare şi os: 
2vK, Ө 

cos — II.63 
J/2nr 2 ( ) 


б = 


с; = v(o, +0,)= 
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h/b = 0,5 


SS A 


Fără incovoiere — —. 
|. Cu încovoiere 


— — — — “== 


00 041 0,2 0,3 04 0,5 0,6 a/b 


Fig. П.13 


Tensiunile la vârful unei fisuri pentru celelalte moduri de 
solicitare se stabilesc în mod analog. 

Soluția dată pentru factorul de intensitate a tensiunii este 
valabilă pentru o placă infinită. Geometria şi dimensiunile unei 
epruvete influențează esențial câmpul de tensiuni de la vârful unei 
fisuri. 

În aceste condiții expresia factorului de intensitate a 
tensiunii capătă forma generală: 


K, = CoV ra (11.64) 
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În figurile (П.13-П.19) sunt date o serie de diagrame din care se 
poate calcula constanta C pentru diferite solicitări şi diferite 
moduri de amplasare ale fisurilor. 


Fig. 11.14. 
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0,0 01 02 03 04 05 06 07 0,8 ad 
Fig. II.15. 


K Incovoire cu 


Cz aplicarea fortelor 
2 A - d 
6M; ула / tb în trei puncte. 


Fig. 11.16. 


19 " 
Ts Í | И | | ) l/b-4 E 
F 
L5- SX LL. Mi 
> M; A 
[SEE 43173 | ——————————P— 
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Fig. П.18. 
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R /R;=0.90 


| | | | | | 
) 0,1 0,2 0,3 0,4 0,5 0,6  a/(Ro-Ri) 


Fig. 11.19. 
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Aplicația II.A.3. 


O placă cu lungimea de 20 m, lăţime b = 12 m şi grosimea de 
30 mm (puntea unui vas) este solicitată la tracțiune pe direcţia 
longitudinală. În zona centrală placa are o fisură cu lungimea de 
2а= 60 mm. Să se calculeze tensiunea la care se produce ruperea 
(fisura se propagă instabil). Se dau factorul critic de intensitate a 
tensiunii Kj,-28 MPaym şi limita de curgere a oţelului 


o. = 240 MPa. 


Fig. 11.20. 


Rezolvare: 
Pentru a determina tensiunea o,, la care se produce ruperea 
instabilă, se pune condiția: 


> о„ула=К„ = 


K. 28410 


=> ые cem eg MPa. 
ута 130 
Se vede cá ruperea se produce la o tensiune o,, care este de 
z: . «ow A . . O. 
2,63 ori mai mică decât limita de curgere а = 2,63). 


сг 
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Aplicația II.A.4. 


O placă cu lățimea b = 1,4 m, grosimea t şi lungimea de 2,8 m 
este solicitată pe direcţia longitudinală cu o forță F = 4-10*N. În 
urma unei inspecții se constată că placa are o fisură centrală de 
margine cu lungimea a = 2,7 mm. Placa trebuie să fie realizată din 
două aliaje Т1-6А1-4У. Acceptánd un coeficient de siguranţă de 1,3 
să se indice care este aliajul care se recomandă să fie folosit în 
condițiile unui consum minim de material. 

Se cunosc: 


Aliajul Ku б; 
МрРаут [Mra] 
Ti-6Al-4V 
Ti-GAL-4V* 1035 


Fig. 1.21. 
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Rezolvare: 
Pe baza limitelor de curgere şi a coeficientului de siguranță se 
calculează rezistentele admisibile pentru cele două aliaje: 
910 


- Ti-6AL-4V 26, = —- qu 700 MPa 
| „1035 
- Ti-GAl-AV* >0,=— = 3 ^ 796 MP 


Se dimensionează initial cele două plăci din condiția de 
rezistentá neglijind prezenta fisurii: 


| бел Н... 4.10 -— 

> AGA m pg ug. ^ o 
4-105 

= 3,59 mm, 


_ Ti- x * t= = 


. А I 2,7 I 
Din figura П.13 în funcţie de rapoartele s^ "STO 0,00193 si 


h 14 
77 = 1, rezultă C = 1,2 deci Ky= 1,2оула. 


b 1⁄4 


Din condiția ca factorul de intensitate a tensiunii să fie egal cu 
valoarea criticá rezultà: 
115410? 
———- = 1041 MPa; 


1- = 1,1 ула = K =» = 
Т1 6Al 4V DIO, NT Ic Oo, [д n-2,7 


55410? 
Ti-GAl-AV* —lo, na = K > o,, = TUE 498 MPa, 


Pornind de la aceste tensiuni critice rezultá noile rezistente 


1041 
admisibile:Ti-6Al-4V 20,7 ту = 801 MPa; 


498 
Ti-6Al-4V* 2,0,- Ts > 383 MPa, 


? 


Procedánd în mod analog si redimensionánd cu noile 


rezistente admisibile rezultà: 
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ES n 

TH E = = 3, mm 
Т1 6A1 4V = 14.10? .873 . 
T1-6AI-AV — 1.4 Е 10° . 417,7 to A mm. 


Ín conditiile unui consum minim de material se recomandá sá 
se utilizeze primul aliaj, deoarece pentru grosimea t — 4,08 mm sunt 
satisfácute ambele conditii. Folosirea celui de-al doilea aliaj ar 
necesita dupá cum se vede o grosime a tablei de 7,46 mm pentru 
care consumul de material este cu mult mai mare. 


Aplicatia II.A.5 


О placă dintr-un aliaj de aluminiu este prevăzută in zona 
centrală cu o gaură având diametrul d = 12 mm. O altă placă 
identică cu prima ca formă şi dimensiuni are în dreptul găurii initiale 
două fisuri, fiecare având lungimea de 3 mm. 

Să se calculeze raportul dintre tensiunea care produce curgerea 
în primul caz şi cea care produce ruperea în al doilea caz. Se dau: 
с, = 455МРа; K, =26MPavm; К, = 2,43 
2а = 18mm; 260 = 48mm. 


Rezolvare: 
Având în vedere coeficientul efectiv de concentrare a 
tensiunilor, tensiunea aplicată în primul caz va fi: 


pun T ¿iama MB 
FR ТЕ Se ú 
Din figura IL 18 se obţine: 
32 дв 
b 24 —C-1255 K, =1,25с\/ла 
R 6 
2-2 = 0.25 
b 24 


Punând condiţia: Ку= Ku , rezultă 1,250 „vma = K, , deci: 
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КИЕ а 26410? 
" 1,25/ла 1,254/ла 
Rezultă raportul: 
o 187,24 
c. 1237 


cr 


= 123,7MPa 


=1,51 


Fig. 1.22. 


Aplicația IL A.6. 


Un tub având o fisură cu adâncimea de 3 mm şi lungimea de 
47 mm (fig. II. 23), este supus la o presiune interioară р = 50 MPa. 

Raza interioară a tubului este de 30 mm şi cea exterioară R,= 
37,5 mm. 

Să se calculeze factorul critic de intensitate a tensiunii dacă la 
presiunea indicată se produce ruperea. 
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Rezolvare: 


2pR; Vra 
(R - R1) 


Din figura II.19 rezultă: K,-C 


Fig. 11.23. 
Pentru: 
a _ =; = 0.4 
R-R; 7, E 
R30. =С=1,73 
R, 375 `’ 
Rezultă: 
1,82 - 50 - 30? - 4/73 
=2— = 33,10 МРау/т 
" (37,52 — 302) 


Aplicația II. A.7. 

O grindă dintr-un oţel de înaltă rezistență, rezemată са în 
figura 11.24, este încărcată cu o forță Е = 80 KN. În urma unei 
inspecții se constată prezenţa unei fisuri cu lungimea a = 0,1 mm. 
Oţelul este supus la două tratamente după cum urmează: 
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-tratamentul | o, =1790MPa; K, =38MPa//m 
-tratamentul П о, =2070MPa; K, =28МРау/т 


Se cere: 
a) Care este tratamentul care trebuie aplicat pentru a obtine o 


grinda cu greutatea minimă. 


b) Să se calculeze masa grinzii în condițiile punctului 


precedent, pentru un coeficient de siguranță c =1,6 şi p =8 Kg/dm'. 


c) Să se calculeze masa grinzii şi pentru cealaltă variantă de 


tratament dacă c = 1,6. 
Notă: dimensiunile indicate pe desen sunt date în mm. 


Fig. 11.24. 


Rezolvare: 
Vom dimensiona grinda inițial din condiția de rezistență 


pentru fiecare tratament aplicat. 


- tratamentul I: 
oo Mac 0-65  40-10%225 
атс c^. cmt 999-2 чш 


a 


1,6 
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6:40:10 -225 
652.1790 
1,6 


= 11,42mm 


- tratamentul II: 


Sus Miis <s t.65° _ 40.107225 
Ё o, 6 2070 
1,6 
3 
t- = мы = 9,88mm. 
65°. 
1,6 


Se dimensionează acum grinda din condiţia evitării ruperii 
instabile. 
Din figura П.16 pentru: 


a 01 
— = — = 0,001538 


> rezultă c = 1,12. 


- tratamentul I: 
6M, vra К, 
= —©— 
t.b? C 
| .1,6:1,2-6-40-10? · 225/701 
65? .38410? 
- tratamentul II: 


— 1,6-1,08-6-40-10? 225 /50,1 
65^ - 284/10° 
Se vede că greutatea minimă se obține în condițiile primului 
tratament pentru care t = 11,42 mm când masa grinzii devine: 
M= pV = pbtL =8,0- 0,65- 0,1142 -4,5 = 2,67Kg. 
În condițiile celui de-al doilea tratament, masa grinzii este: 
M =pV = pbtL = 8,0 - 0,65- 0,1449. 4,5 = 3,39Kg. 


1,12 


>t 


= 10,7mm 


>t = 14,49mm 
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Aplicatia П.А. 8. 


Pentru un otel având limita de curgere с, = 860 MPa si 
factorul critic de intensitate a tensiunii Kc 100MPa /m, se cere să 
se calculeze diametrul enclavei plastice de la vârful fisuri 
corespunzător modului I de solicitare. 

Anterior s-au stabilit expresiile tensiunilor din vecinătatea 
unei fisuri ascuțite. 

Aceste ecuaţii sunt valabile pentru cazul când tensiunile 
sunt aplicate la infinit, iar la vârful fisuri apare o singularitate a 
tensiunilor. În realitate însă la vârful fisurii există о zonă 
deformată plastic denumită enclavă plastică. 

Vom porni de la expresia lui o, dată de sistemul (11.60), 


unde pentru Ө = 0 rezultă: 
К, 
o, === 
2nr 
Din ecuaţia de mai sus se vede că o, variază de-a lungul 


axei x după o hiperbolă: 


Fig. 11.25. 


Inlocuind în ecuaţia de mai sus pe o, cu o, rezultă: 


162 


Irwin a arătat că prezenţa zonei deformată plastic face са 
lungimea efectivă a fisurii să depăşească lungimea fizică a 
acesteia (а.г=а+г). In condițiile problemei analizate rezultă: 


2 
r 2:5] —0,00215m = 2,15mm. 
P 2л\ 860 


II.7. Relaţia dintre factorul de intensitate a 


tensiunii K, şi forta de extensie a fisurii G 


Dacă avem în vedere expresiile lui G pentru starea plană de 
tensiune: 
noa 
E ° 
şi pentru starea plană de deformatie: 
2 
С=(1-у) 3 , (11.66) 


precum $1 expresia factorului de intensitate a tensiunii: 


G= (11.65) 


K,=ovna => o=—! 


(11.67) 


Ta 
Rezultă: 
- pentru starea plană de tensiune: 
К. 
E^ 
- pentru starea planá de deformatie: 


G (iv), (11.69) 


Ge (11.68) 


Aplicația IL A.9. 


În urma unor încercări în condiţiile stării plane de 
deformatie s-a obţinut pentru un metal С, = 2,1 N/mm. Modulul 
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de elasticitate longitudinal al materialului E = 1,033 10? MPa si 
coeficientul lui Poisson v= 0,35. Să se calculeze factorul critic de 
intensitatea tensiunii. 


Rezovare: 
Pornind de la ecuaţia (11.70) rezultă: 


EG. 
K. ES 1 = у? 


1,033-10° -2,1 
K. = = 15,71MPa/ 
t | 1— 0,1225 er ER 


de unde: 


П.8.ОВОЅЕАТА SI MECANICA RUPERII 


Asa dupá cum s-a arátat in capitolul anterior, primele studii 
sistematice ale fenomenului de obosealá au fost initiate de 
Wohler în anul 1860. Initial aceste studii au avut ca scop trasarea 
curbelor de oboseală сы. - N pentru o serie de oţeluri. 

Odată cu apariția disciplinei de mecanica ruperii s-a impus 
cu necesitate ca viteza de propagare a fisurilor de oboseală să fie 
corelată cu factorul de intensitate a tensiunii, ştiind că acest 
parametru are o importanţă fundamentală asupra extinderii fisurii 
la nivel macroscopic. 

Începând cu anul 1960 au apărut primele studii privind 
influenţa factorului de intensitate a tensiunii asupra vitezei de 
propagare a fisurilor de oboseală, fapt ce a condus la un nou mod 
de abordare a fenomenului de oboseală. 
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II.8.1. Consideraţii privind descrierea propagării 
fisurii la oboseală folosind factorul de intensitate a 


tensiuni 


Principala problemă care apare la studiul fenomenului de 
oboseală este de a stabili durabilitatea unei structuri în 
dependență directă cu propagarea unei fisuri existente sau care 
s-a inițiat în structură. Aceasta de fapt, după cum s-a văzut, 
constituie una din problemele disciplinei de mecanica ruperii. 
Pentru rezolvarea acestei probleme trebuie să avem în vedere 
următoarele aspecte: 

- lungimea fisurii initiale ao; 

- lungimea maximă а fisurii care poate fi admisă sau 
lungimea critică a fisurii aer; 

- numărul de cicluri necesar ca fisura să se extindă de la ay 

la ace. 


Fig. 11.26. 


Lungimea fisurii initiale corespunde de fapt cu valoarea 
minimă a lungimii fisurii care poate fi detectată prin tehnica 
încercărilor nedistructive. 
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Lungimea maximă a fisurii a. poate fi calculată aplicând 
conceptele mecanicii ruperii în domeniul liniar elastic privind 
extinderea instabilă a fisuri. 

Al treilea aspect implică trasarea curbei de variație a 
lungimii fisuri în funcţie de numărul de cicluri aplicate (fig. 
11.26). 

Trebuie subliniată diferenţa care există între lungimea fisurii 
inițiale ag şi lungimea minimă a fisurii care poate fi detectată aq. 
În afară de acestea trebuie avut în vedere şi faptul că o serie de 
componente şi structuri de rezistență contin о serie de 
discontinuități sau microfisuri inițiate pe suprafeţele exterioare şi 
a căror detectare prin încercări nedistructive întâmpină dificultăți. 

Trasarea unor curbe de variaţie a lungimii fisurii în funcție 
de numărul de cicluri pentru diferite nivele de solicitare, lungimi 
ale fisurii inițiale, forme şi orientări ale acestora constituie o 
problemă greu de realizat experimental. 

În figura IL27 sunt indicate două asemenea curbe pentru 
aceeaşi lungime inițială a fisurii a, dar la două amplitudini 
diferite de solicitare бу > ©}. О altă situație este dată în figura 
11.28 unde sunt reprezentate două curbe de variație pentru diferite 
lungimi ale fisurii iniţiale, la aceeaşi amplitudine a tensiunii o. 


Fig. 11.27. 
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Fig. 11.28. 


Din analiza figurilor II.27 şi 11.28 este evident că viteza de 
propagare a fisurii de oboseală da/dN depinde de lungimea fisuri 
si de amplitudinea tensiunii o, mărimi care intervin în expresia 
factorului de intensitate a tensiunii K. Pornind de la această 
observație a apărut idea că viteza de propagare a fisurii de 
oboseală da/dN poate ш! corelată cu variația factorului de 


intensitate a tensiunii AK (= = КАК) 


II.8.2. Forma generală a diagramei da/dN = (АК) 


În figura П.29 este indicată forma generală a diagramei 


da 
Urmărind forma generală a diagramei = 


дү (AK) se disting 


următoarele domenii: 
- Domeniul I care corespunde unor viteze de propagare a 


da 
fisuri == dN de până la 10° m/ciclu. În acest domeniu se defineşte 


o valoare AKmin până la care fisurile nu se propagă. Odată cu 
creşterea amplitudinii solicitării peste АК. viteza de propagare 
creşte lent către o valoare stabilizată. 
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Diagrama de variație a vitezei de propagare a fisurii în 
acest domeniu a fost estimată de Klesnil printr-o ecuație de 
forma: 

da ” 
чү TEAK- AK) (11.70) 
unde С, şi m, sunt constante de material. 


Ruperea finală 


P 


Fig. 11.29. 


Domeniul II se caracterizeazá prin aceea cá viteza de 
propagare a fisurii este cuprinsă între (107-107) m/ciclu. În acest 
domeniu extinderea fisurii in functie de numárul de cicluri are un 
caracter stabilizat iar viteza de propagare se calculeazá cu relatia 
lui Paris: 


— = С(АК)" (11.71) 


unde C şi m sunt constante de material. 
Acesta este domeniul pe care se fac de obicei predicții 
asupra durabilitátii la solicitări variabile. 
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- Domeniul III, corespunde unor viteze mari de propagare a 
fisurii care depăşesc 10 ” m/ciclu. În acest domeniu propagarea 
fisurii devine instabilă, fisura creşte rapid de la un ciclu la altul 
până la atingerea unei lungimi critice când se produce ruperea 
finală. 

În acest domeniu viteza de propagare a fisurii este corelată 
cu numărul de cicluri prin ecuaţia propusă de Forman: 

da A(AK)P 


ач (I-R)K, - AK (11.72) 

unde: A si p sunt niste constante de material. 

AK = K. _ K nin 

K. factorul critic de instabilitate a tensiunii. 

Knin Gai ; ; . | 

R = ке: = эй reprezintă coeficientul de asimetrie al 
ciclului. 

K,, valoarea factorului de intensitate a tensiunii calculat 


min 
pentru sarcina minimă din ciclul de solicitare. 

K valoarea factorului de intensitate a tensiunii calculat 
pentru sarcina maximă din ciclul de solicitare. 

În literatura sunt indicate o serie de diagrame da/dN în 
funcție de AK în care se evidențiază mai mult sau mai puţin 


prezenţa acestor domenii precum şi extinderea lor. 


II.8.3. Predictia duratei de viată la solicitări 
variabile cu amplitudine constantă 


Pe baza celor prezentate anterior suntem acum în măsură de 
a face predicții asupra numărului de cicluri necesar ca fisura de 
oboseală să se extindă de la aq la ac. 

În cele ce urmează vom analiza cazul solicitărilor cu 
amplitudine constantă pentru care se trasează în general curbele 
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51 considerăm o placă cu fisură eliptică pentru care 
К = ov na , respectiv 


AK = Aovrna 
rezultă: 
da m 
dN = (^o na | 
de unde 
da 
dN = _ 
с Лола) 
respectiv 
Е | da 
N=] ram (11.73) 


aa C( ^ov za) i 


În multe situaţii apar o serie de complicaţii la rezolvarea 
unor astfel de integrale, fapt care conduce la utilizarea unor 
metode numerice iterative pentru calculul duratei de viaţă. În 
acest caz se parcurg următoarele etape: 

- se impune o creştere a lungimii fisurii în cursul unui pas 

Aa, —8,,—8,; ; 
- se calculează AK corespunzător valorii medii (а, +а,)/2; 


- se determină da/dN pentru această valoare a lui AK; 


- se calculează AN, ca raportul „^®—; 


a 
da) ’ 
(ax), 
- se repetá acest procedeu pentru fiecare pas obtinándu-se їп 


final numărul de cicluri până la rupere 
AN = AN, + AN,+.....+AN, 


Evident că precizia calculului numărului total de cicluri 
depinde de variaţia lungimii fisurii impusă initial Aa;, pentru un 
pas. 


Aplicația П.А .10. 


Se consideră o placă din oţel de dimensiuni mari având o 
fisură marginală cu lungimea inițială а= 7,5 mm şi care este 
executată dintr-un oţel pentru care: o, = 689 MPa şi Ky, = 165 
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MN/m> , Placa este supusă la o solicitare variabilă cu Omax = 310 
MPa şi Omin = 172 MPa. Factorul de intensitate a tensiunii este dat 


dat de relația K; = 1,2266 Ула [MN/m"^]. 

5а se calculeze numárul total de cicluri рапа la ruperea 
plácii. 

Rezolvare: 

a) Se calculează initial lungimea critică a fisurii ac 
corespunzător tensiunii maxime a ciclului din condiția: 
K = К. 

Rezultă: 

Ki, 165° 


Aer "ING Um P =60 mm, 


an 1226 -310° -x 
b) Se impune o crestere a lungimii fisurii Aa; = 2,5 mm; 
c) Se calculează AK; pentru valoarea medie a lungimii 
fisurii: 
(a; = 7,5 mm; a = 10 тт) 


MT 


med 


de unde rezultă: 
AK, = 1,226: Ao na „a = 1,226:1384л8,75:10° 228. MN / m^? 
Їп relatia de mai sus s-a avut їп vedere: 
Ас = Omax — Omin = 310—172 = 138 MPa 
d) Presupunând că este cunoscută ecuaţia lui Paris: 


M = 8,45 (AK)? [m/ciclu] 


se obtine: 
AN = Aa _ 25:107 C404 
i 1524.105 7 10%04 cicluri 
dN 


1 


d 
mde (e) = 8,4511(28) 9 =15,24-10%  [m/ciclu] 
1 


Se trece la pasul următor şi se calculează: 
_10+125 
A 2 med TA 2 


AK, = 1226-1384x-11,25-10? =3180 MN / т? 


= 11,25 mm 
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да 
EJ 2-845 (3180) ^ 220,29.10?  [m/ciclu] 
dN /, 
Aa, 2,5-10” 
se obține: ANS ЕЗ -2029.10* ` 12321 cicluri 
NJ, 


Se procedează în mod analog până când fisura atinge 
lungimea critică aer. 
Rezultatele calcului sunt centralizate în tabelul II.A.10. 


Tabelul II.A.10. 
cicluri cicluri 


20 
25 
30 
35 
40 


Aplicația II. A.11. 
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Un cilindru cu pereţi subțiri este executat din aluminiu şi are 
diametrii: D= 90 mm şi D; = 70 mm. 

Un piston care se deplasează în cilindru realizează o 
presiune care variază între 0 şi 55 N/mm’ în cursul fiecărui ciclu. 

În urma unei inspecții se constată prezenţa unei fisuri în 
interiorul cilindrului având lungimea ag = 1,5 mm. 

Factorul de intensitate a tensiunii pentru o asemenea fisură 
şi în condiţiile acestei solicitări este dat de relația: 


la 
K = 22404| — 
T 


Corespunzător acestui aliaj cei doi coeficienți din ecuația lui 
Paris sunt C = 5 10^ şi m = 4. 


Fisură 


dF sin(0 + 9 = 


= dFsinO 


Fig. 11.30. 


Să se calculeze numărul de cicluri care mai poate fi aplicat 
înainte de scoaterea din exploatare a acestui cilindru. 
(К.=24 MPa m). 


Rezolvare: 
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Din ecuația de echilibru rezultă: 


20-1 EI 2 inü.dó => o= — 
соро sin СЕР 


In aceste condiţii: 


D, a 
AK = 2124Ao|* =2, 
2t 


Făcând inlocuirile rezultă: 


AK = 2,24. 55-77. а 2243,64a  [MPa./m] 
TU 


Dacă avem în vedere i lui Paris: 


se obține: 


NM -5.10* (243,642) —1,76:10^-a? [m/ciclu] 


Din conditia ca factorul de intensitate a tensiunii atinge 


valoarea critică se obține lungimea critică a fisurii, care conduce 
la ruperea instabilă: 


2436,Ja., =24=>а„ =0,009m=9,7mm 


Integrând relația de mai sus între limitele ag şi aer se obține: 


d 
| eo 10- [ax = 


аа 0 


4 4 
М = 1-1. LU | І — | J- 32: 0*cicur 
a, a, 1,76 0,0015 0,00973 
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III.COMPOZITE 


HII. Consideraţii generale 


Materialele compozite reprezintă o combinaţie la scară 
macroscopică a mai multor materiale legate între ele 
bidimensional sau tridimensional. Trebuie subliniat că fiecare 
dintre materialele care intră în componența compozitului are 
aspectul său distinct, caracteristici mecanice distincte deci nu apar 
modificări structurale ale acestor materiale în cursul elaborării 
compozitului. 

Materialele compozite şi-au găsit o largă aplicabilitate încă 
din cele mai vechi timpuri. Astfel putem aminti: obținerea 
cărămizilor din amestecul pământului cu paie, arcurile cu săgeți 
ale mongolilor, săbiile japoneze etc. 

Interesul pentru aceste materiale s-a accentuat în ultimii ani 
datorită unor calități deosebite în ce priveşte: rezistenţa la rupere, 
rigiditatea, greutatea specifică redusă, rezistența la acțiunea 
agenților chimici, proprietăți izolatoare, stabilitate termică etc. 

Deşi inițial aceste materiale au fost folosite cu precădere în 
aviaţie şi cosmonautică, utilizarea lor s-a extins şi în alte domenii 
cum ar fi: 

- electric şi electronic (izolatori, suportii circuitelor 
integrate, antene, centralele eoliene еїс.); 

- construcții şi lucrări publice (profile, coşuri, panouri 
solare, piscine, materiale de construcții etc.); 

- transport rutier (caroserii, arbori de transmisie, braţe de 
suspensie, cabine auto, ţevi de eşapament etc.); 

- transport feroviar (vagoane, uşi, scaune, panouri 
interioare, corpul unor ventilatoare etc.); 

- transport maritim (ambarcaţiuni, iahturi, vedete rapide, 
etc.). 

- mecanic (angrenaje, braţele unor roboţi, țevi, butelii de gaz 
sub presiune etc.); 

- medicină (proteze dentare, o serie de materiale folosite în 
ortopedie etc.); 
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- sport (rachete de tenis, căşti de protecţie, cadre de 
bicicletă, schiuri etc.). 


III.2. Clasificarea compozitelor. Materiale. 
Caracteristici 


În literatură sunt indicate mai multe moduri de clasificare a 
acestor materiale. După R.Jones, materialele compozite se 
clasifică astfel [1 |: 

- materiale compozite fibroase care sunt obţinute din fibre 
continue, discontinue de diferite forme şi orientări înglobate într- 
un alt material denumit matrice; 

- materiale compozite laminate care constau din straturi de 
cel puţin două materiale legate împreună; 

- materiale compozite speciale rezultând din particule, din 
unul sau mai multe materiale inglobate in materialul de bazá 
denumit 51 matrice. 

Ín cadrul acestui capitol introductiv se vor da unele notiuni 
de bazá privind calculul compozitelor fibroase, cu fibre continue 
şi discontinue orientate pe direcția de aplicare a sarcinii. Ca 
urmare in cele ce urmeazá se vor prezenta unele elemente privind 
alcătuirea acestor compozite, materialele folosite sl 
caracteristicile acestora. Fibrele aşa după cum s-a arătat în 
capitolul de mecanica ruperii, au un diametru foarte mic în 
comparaţie cu lungimea acestora şi pot fi din: aluminiu (diametrul 
5 um), oţel (cu diametrul de 12,7 um), sticlă de tip R (cu 
diametrul 5 - 15 um, sticlă tip E (5 - 15 um), bor (7,5 - 12,5 um), 
grafit (5 - 10 um), silicat de aluminiu, carbură de siliciu, 
polietilenă, kevlar 49 etc. 

Faptul că aceste fibre au un diametru foarte mic de ordinul 
micronilor le asigură în general o rezistență ridicată la tracțiune 
(vezi cap.II). Matricea reprezintă materialul care reuneşte fibrele 
într-un corp continuu, protejează fibrele, transferă solicitarea şi 
redistribuie eforturile când unele fibre s-au rupt. 

Matricea în general are o densitate mai mică şi o rezistență 
de asemenea mai mică decât fibrele. Matricele pot fi de natură: 
organică, metalică sau ceramică. Ca exemple de materiale folosite 
în realizarea matricelor putem aminti: răşinile epoxi, răşina 
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fenolică, poliester policarbonat, silicon, uretan, poliamide, 
polipropilenă, carton impregnat, aluminiu, oţel etc. 

În tabelele (Ш.1) şi (IILI2) sunt indicate caracteristicile 
mecanice pentru unele materiale folosite în construcția fibrelor şi 
a matricelor după GAY [2]: 


TABELUL Ш.1 
Materialul Diam.fibră Densit. Modul de | Modul de Coef.lui Alungirea Coef.de 
udi d[um] p [kg/m?] | elast.long. | forfecare Poisson la rupere dilat.term. 
E[MPa] A[%] liniară 
(c 
Sticlá R (de 10 2500 0,86.10 [I 
Fe | 5 | 
Sticlá E (apli- 16 2600 0,74.10? 
ET NOEL Еа 
Grafit HM 
20 . 
10 ? 
14 


Silicat de alu- 2600 2.10? 
miniu 


Carburá de 3450 4,5.10 
siliciu 


Matrici pe Densit. Modul de Coef.lui Alungirea 
bază de rásini р elast.long. Poisson la rupere dilat.term. 
[kg/m?] E[MPa] forfecare А[%] liniară 
G [MPa] 


1200 0,045.10? 0,016.10? 


‚016. 0,4 

0 

04 
[| — 
E 
— 

‚011. 35 


Poliamide 1400 | (0,04-0,19).107 | 0,011.10 


Pentru comparaţie în tabelul III.3 sunt indicate după Jones 
[1] caracteristicile mecanice ale unor compozite şi ale unor 
materiale tradiţionale. Încercările se referă 1а tracțiune în direcţia 
fibrelor. 

Analizând tabelul Ш.3 este evident motivul care a stat la 
baza utilizării acestor materiale în domeniu aerospațial, deoarece 
în condiţiile unor densități mici asigură rezistențe la rupere 
ridicate. 
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III.3.Compozite cu fibre continue. _ Calculul 
tensiunilor. 
III.3.1. Caracteristicile amestecului fibre - matrice 
Conţinutul în fibre şi matrice ale unui compozit poate fi 
definit prin procentul masic de fibre respectiv procentul masic al 
matricei (Mr, Mm) 
TABELUL III.3 


longit. E, [MPa] o, [MPa] o [kg/m?] 
Epoxi 


2,07.10° 1380 2020 


Мойт cu: m, masa fibrelor; 
m, masa matricei; 
m masa totalá a compozitului. 


Rezultă: 
т N 
M,2—;M,-—*; (III. 1) 
m m 
De unde 
M,-1- My. (Ш.2) 


Acelaşi conţinut poate fi exprimat şi prin procentele 
volumice (V, 51 Vm): 
V=; У. ==; (11.3) 
у у 
De unde 
Уһ=1- Vr (Ш.4) 
unde 
у; - volumul fibrelor, 
Vm - volumul matricei 
v- volumul total al compozitului. 
Dacă notăm cu pr si pm densitátile fibrei şi ale matricei 
atunci se poate scrie: 
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me 
p 
— T —— 
Pr Pm 
у 
respectiv: M,=— Pr (Ш.б) 
Pr Vr +P. Ym 
Densitatea compozitului se defineşte: 
_ m 9 m, -m, 
V V 
V, +р„у у у 
р = Pi Pn m lp +р, = 
у у у 
de unde: 
р = Pr V, +PmVm : (Ш.7) 


I11.3.2 Tensiuni si deformatii în cazul compozitelor 
cu fibre continue 

Pentru calculul tensiunilor care apar în secțiunile 
transversale ale unui astfel de compozit pe lângă continuitatea 
tuturor fibrelor se mai fac următoarele ipoteze: 

- fibrele sunt unidirectionale paralele între ele şi orientate pe 
direcția sarcinii aplicate ( fig. Ш.1); 

- sub acțiunea sarcinii aplicate materialul compozit lucrează 
ca un tot unitar, deci nu apar deplasări relative între fibre şi 
matrice. 


[| 


lunc cM ERE 


l 
WO q O YD шылды уша 
I 
к-к-------- 
WdlIglczmr-lc 


. ГЕ = 
NJ = 
F. — — 

1 


Fig.III.1 
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Din condiţia de echilibru rezultă: 
F = Е; + Е,, (Ш.8) 
unde Е; - forţa preluată de fibre; 
Fm- forța preluată de matrice. 
Trecând la exprimarea în tensiuni, relația (111.8) devine: 
СА =с,А,+с„А„ (Ш.9) 
unde: o - tensiunea din secțiunea transversală а compozitului; 
сү - tensiunea din secțiunea transversală a fibrei; 
Om - tensiunea din secțiunea transversală a matricei; 
A -aria secțiunii compozitului; 
A, - aria secțiunii transversale a fibrelor; 
Am - aria secțiunii transversale a matricei. 
Impártind ambii membrii ai relaţiei (1.9) cu A şi având in 
vedere că I; — lm = I, precum şi relaţiile (111.3) şi (111.4) rezultă: 
o-0,V, +o, (1- V,) (Ш.10) 
Dacă se ia în considerare că atât matricea cât şi fibrele au о 
caracteristică liniară până la rupere (fig.IIL.2), relaţia capătă 
forma: 
c, =o, V, c o, (1- V,). (III.11) 


A AIL ie iud 4 Киреге 


быа 


matrice 


Omr 


E----------9»------------- 


< 


1,0 


Emr 


Fig. Ш.2. Fig. 111.3 
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Relaţia (III.11), cunoscută în literatură sub numele de legea 
amestecului, exprimă dependenţa dintre rezistența la rupere a 
compozitului şi procentul volumic de fibre presupunând că 
fiecare material poate să-şi atingă rezistenţa lui la rupere înainte 
ca distrugerea compozitului să aibă loc [4]. 

Când Vr = 0, rezistenţa la rupere a materialului compozit va 
fi determinată de rezistenţa la rupere a matricei, respectiv când V; 
= 1, aceasta va fi determinată de rezistenţa la rupere a fibrelor 
(fig.IIIL.3). Acceptând valabilitatea legii lui Hooke atât pentru 
materialul compozitului cât şi pentru fibre, respectiv matrice şi 
având în vedere cea de-a doua ipoteză făcută, conform căreia 
deformatiile specifice ale celor două materiale sunt aceleaşi: 

£—£,-—£, (III. 12) 
ecuaţia (III. 10) devine: 
E e= E,z, V, - E,£,, (1- У,), 
de unde rezultă: 
E, - E, V, c E, (1- V), (Ш.13) 
unde: E. - modulul de elasticitate longitudinal al materialului 
compozit; 

E; - modulul de elasticitate longitudinal al materialului 
fibrei; 

E, - modulul de elasticitate longitudinal al matricei. 

Din (Ш.12) rezultă: 


Ost Ош 
E, E," 
de unde: 
E, 
On =—0, 
E, á 
respectiv G. -Eo,. (Ш.14) 
unde: 
. E 
E = —" 
E, (Ш.15) 


Înlocuind relaţia (Ш.14) în ecuaţia generală (III.10) se obţine: 
o=o,V, +E o,(1- V,), 
respectiv: 
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O * * * 
[m +У(1-Е )=с. (1.16) 
f 
În figura IIL4 este reprezentată variaţia lui c în funcție de 
V, pentru diferite valori ale lui E .[4]. 


У; 1,0 
Fig. Ш. 4. 


Din figura II.4., se vede cá pentru acelaşi procent volumic 
al fibrelor V; partea din tensiunea totală preluată de fibre creşte 
pe măsură ce Е scade. Dacă se urmăreşte ca fibrele să preia o cât 
mai mare parte din sarcina totală, atunci este necesar să creştem 
pe У; sau să reducem pe E . 

O serie de cercetări experimentale nu au confirmat în 
totalitate valabilitatea ecuaţiei (III.11). Kelly şi Davies au propus 
o corecturá a ecuației (Ш.11), bazându-se pe observaţia că 
deformația care poate fi acceptată pentru un material compozit 
când se inițiază ruperea, corespunde celei mai mici deformatii la 
rupere a componentelor compozitului [5]. 

Dacă analizăm figura Ш.2 şi acceptăm că ruperea 
compozitului este determinată de deformația specifică la rupere 
cea mai mică a materialelor constituente, atunci tensiunea 
maximă din matrice trebuie să fie On ŞI NU Omu. 

Pornind de la această observaţie s-a propus o corectură a 
legii amestecului (fig. III.5), [4]. 
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Ofr 


legea corectată a 
SEES amestecului 


zona de interes 


Omr i a a Ei : 

D practic comportarea la 
sI | tracțiune a 
eu “кы - matricei 
2 і ELE 
' I ` 
Om i Sagi _ 
ыы 
I IL 
1 Sl] 
0 Ver 1.0 


Fig. Ш.5. 


Porțiunea din legea corectată a compozitului desenată си 
linia întreruptă nu se ia în considerare deoarece conduce la 
rezistenţe la rupere ale compozitului mai mici decât O. Evident 
că unul din scopurile majore ale producerii acestor compozite 
constă în obținerea unor rezistențe mai mari decât rezistenţa la 
rupere a matricei (Om). Deci pe baza diagramei din figura III.5 se 
poate stabili procentajul volumic de fibre mai mare decât Vy, 
pentru care rezistența compozitului depăşeşte rezistența matricei 
Om, . Acesta este motivul pentru care zona de interes practic 
corespunde valorilor У; > V, unde : 

o, 20, V, +o, (1- V,). (Ш.17) 


Aplicația III.A.1 


Se consideră un compozit de tip bandă си fibre continue din 
sticlă dispuse într-un singur strat, având diametrul d = 0,12 mm şi 
cu rezistenţa la rupere 05-7700 MPa, asamblate într-o matrice de 
tip răşină cu ox, = 40 MPa. 

Banda are grosimea t = 0,3 mm, lățimea b = 45 mm şi 
rezistenţa la rupere o, = 220 MPa. 

Să se calculeze numărul de fibre conţinute de bandă. 

Rezolvare: 

Se porneşte de la legea amestecului (ес. Ш.11): 
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o, =o, V, +o, (1- V,) =S 
G. —O = V, (Gy. — O mr > 
Rezultă: 
c,-o,, 220-40 180 
V = r mr — - Е 
ает 1004р ME M 
Dar: 
v _ А bt 
' v A nd? — 
4 
4bt 4.45.0,3 
5 = " — = 4375 
Ула? — 0,273. 1.0,12? fibre. 
Арісаба. A.2 


Un compozit este obtinut prin asamblarea a douá materiale 
(fibre şi matrice) ale căror caracteristici o—e sunt indicate în 
figura Ш.6. 

Sá se calculeze procentajul de fibre У; ştiind că dacă se 
aplicá compozitului o tensiune o = 154 MPa deformatia specificá 
a acestuia este e = 0,0045. 


1450 


Fibră 


Matrice 


300 


1,0 


Fig. Ш.б. 
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Rezolvare : 
Cunoscând ambele curbe caracteristici ale celor două 


materiale se pot calcula modulele de elasticitate: 


= 208 = 1200MPa: E, = аа = 96666MPa , 
i 0,015 


m 
9 ° 


Conform ipotezei a doua, făcută anterior: 


Е=Е = 8, = 
O, On £ 

c—— шш. = — 
E, E, 


с; = sÉ = 0,0045.96666 = 435МРа 

с = £E,, = 0,0045.1200 = 5,4МРа 
Aplicând ecuaţia (1.10): 

o-0,V, *60,(1- V,)) = 


Aplicatia III.A.3 


Se considerá un compozit format dintr-o matrice si fibre ale 
căror caracteristici sunt indicate în figura III.7. Utilizând metoda 
corectată (metoda Kelly şi Davies) să se calculeze procentajul 
volumic critic Vs de la care aplicaţiile capătă interes practic. 


o 
1500: жеше < Киреге 
2—1 fibră 
Rupere 
2I LIII 4 
matrice 
O'm 


Fig. III.7. 
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Ecuația curbei caracteristice a matricei este: 


210 
O = E. 
0,27 
Prin intersecția dreptelor cu ecuațiile: 
210 . 
с= 027 € şi = 0,015 


se obține ox: 


= 210 0,015 = 11,6MPa 
27 | 


m 
3 


În figura Ш.8 este indicată legea amestecului corectată dată 
de ecuaţia (Ш.17): 
c, = 1500У, +11,6(1– У, ). 


Fig. 11.8. 


Intersectând această dreaptă cu dreapta de ecuație o, = 210 
rezultă: 
| 210-116 _ 1984 _ 
(r 1500-116 1488,4 


9 


Aplicația III.A.4 
In figura Ш.9 sunt indicate curbele caracteristice pentru 


fibre şi matrice, care prin asamblare formează un material 
compozit. Știind că rezistenţa la rupere a compozitului calculată 
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după legea corectată a amestecului este de 530 MPa, să se 
calculeze modulul de elasticitate longitudinal al materialului 
compozit. 


O 
1700 |----- 4 Киреге 
I mL 
1—1 Fibră 
I 
І Matrice 
I 
180 Rupere 
O'm ë 
0.015 0.3 
Fig. 111.9. 


Procedând în mod analog ca în problema anterioară se 
obţine or, prin intersecția dreptelor având ecuaţiile: 


o=180; є = 0,015. 
0,3 


Rezultă сы = 9 Мра. 
Aplicând ecuația (III.17) se obţine: 
c, =1700У, +9(1— V.). 

Cunoscând pe o, = 530 MPa se poate calcula procentul de 
fibre din compozit: 
_ 530—9 _ 521 
| 1700-9 1691 

Pe baza curbelor caracteristice ale celor douá materiale se 
pot calcula si modulele de elasticitate longitudinale ale fibrei si 


matricei: 


E, = "шде 1,13.10 MPa; 
0,015 


= 0,308. 


f 


Em = 600 MPa. 
Având cunoscute pe: E, E, si procentul de fibre din 
compozit, aplicánd ecuatia (III.13) rezultà: 
E, = E,V; +E a(l- Vj) 
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de unde: 
E, = 1,13.10?.0,308 + 600(1— 0,308) = 
Е,=43,804+415,2=459,004 


IIL3.3. CARACTERISTICI ALE COMPOZITELOR 
CU FIBRE CONTINUE LA ÎNCĂRCĂRI DUPĂ DIRECŢII 
DIFERITE DE CEA A FIBRELOR 


Se consideră un material compozit cu fibre continue 
orientate după direcția 1 (fig.III. 10). 


Fig. 111.10 
Modulul de elasticitate după direcția axei y este dat de relația, [2]: 
1 
y D (III.18) 
iut gps SP 
E, E, 2G, E, 
unde: 
a = cos Ө; 
b= sin Ө; 


E, - modulul de elasticitate al compozitului pe direcția 
fibrelor; 

E, - modulul de elasticitate al compozitului pe direcția 
transversală la fibre; 

G - modulul de forfecare al compozitului în planul (1,0) 

Vu - coeficientul lui Poisson pe direcția t când compozitul 
este solicitat la tracțiune pe direcția 1 
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În figura Ш.11 este indicată variaţia modulului de 
elasticitate E, în funcţie de unghiul Ө. 


E, 


E 


Fig. Ш.11. 


Fig. III.12 


Rezistenta la rupere in acest caz devine, [2]: 
1 


(11.19) 
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b= sin 6; 

O, - rezistenţa la rupere a compozitului pe direcția fibrelor; 

Ov - rezistenţa la rupere a compozitului pe direcția 
transversală la fibre; 

Tit - tensiunea de forfecare la rupere în planul (1,0). 


Variația lui oy, în funcție de unghiul Ө este indicată în figura 
III.12. 


III.4. CALCULUL COMPOZITELOR CU FIBRE 
DISCONTINUE 


Ín cazul materialelor compozite moderne, fibrele sunt de 
obicei cele mai scumpe şi folosirea unor compozite cu fibre 
continue poate conduce la o serie de dificultăți legate de aspectul 
economic. 

De obicei fibrele discontinue au o orientare aleatoare in 
matrice, tinzând astfel spre obținerea unui compozit izotrop. 
Rămânând la ipotezele acceptate în paragraful IIL3.2, se va 
prezenta în cele ce urmează o metodă de calcul luând în 
considerare că fibrele sunt discontinue [4], [6]. 

Considerăm o fibră având diametrul d, înglobată într-o 
matrice care depăşeşte fibra, compozitul fiind solicitat prin forţele 
Е (fig.III.13). 


Fig.III.13. 


In sectiunile in care matricea depáseste fibra, intreaga 
solicitare este preluatá de matrice. In schimb їп zona unde fibra 
este localizată va apare un transfer al sarcinii de la matrice la 
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fibră. Acest transfer se datorează rezistenţei pe care o opune la 
forfecare stratul de matrice care aderă pe fibră. 

Vom izola din compozit fibra şi vom pune în evidență 
tensiunile care acționează (fig.III.14). 
lr 


o tdo 


dx 


< — 


Fig. 11.14 


În secţiunile transversale ale elementului de lungime dx 
acționează tensiunile o şi o + do. Pe suprafața laterală a acestuia 
vor acţiona tensiunile de forfecare т ale stratului de matrice care 
aderă pe fibră, denumite şi tensiuni de forfecare la transferul 
sarcinii de pe matrice pe fibră. 


Din condiţia de echilibru a elementului considerat rezultă: 
2 2 


O — (c + dc) Е + тлдах = 0 
de unde: 
do 4r 
za 2 (11.20) 
4 
o= (1.21) 


în саге т şi d sunt considerate constante pentru un compozit. 
În relaţia (111.20) do/dx reprezintă panta Ө a diagramei de 
transfer a sarcinii de la matrice pe fibră (fig.III.15). Din relația 
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(Ш.21) ве vede са pe măsură ce x creşte, tensiunea o preluată de 
fibră creşte putând atinge rezistenţa la rupere Or. 

În figura IIL15 este indicat modul în care se transferă 
sarcina de la matrice la fibră luând în considerare tensiunile de 
forfecare la transferul sarcinu [4]. 


І 
LI 
| Zona de Repartitia 
R ST EP | transfera | p К 
epartitia tensiunii їп |} fortei de la 1/ |tensiunii în fibră 
matrice - M 
| matrice la | 
! fibră 4 
I I 
Rocco map S SSES Eu ^ | 
Е I "e 4 | Ofr 
[ 
Om — [ и, І 
I 
An i á 0 ч. 1 


Fig. Ш.15. 


Din figura Ш.15 se vede că pe măsură ce abscisa x creşte, 
influența matricei descreşte în timp ce fibra începe să preia o 
parte tot mai mare din sarcina aplicată, F. Pentru x = x fibra 
preia în întregime sarcina, tensiunea putând atinge valoarea og. 

În cele ce urmează este important de a examina influenţa 
lungimii fibrei asupra repartitiei tensiunilor саге apar în aceasta. 
În primul rând vom introduce noţiunea de lungime critică a fibrei 
şi care reprezintă acea lungime a fibrei pentru care se atinge 
rezistenţa la rupere numai într-o secțiune a sa. 


ii v. А : 
Punând condiţia ca la x 55. o = or, din relaţia (1.21) 
rezultă lungimea critică a fibrei lrer: 
4т1,.. 
Or = a = (Ш.22) 
m Шы (Ш.23) 


Raportul Ir,/d este un raport specific compozitelor cu fibre 
discontinue, folosit ca parametru de calcul şi care este 
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aproximativ de ordinul 100. În unele situaţii raportul coboară 
până în jurul valorii de 50. In figura III.16 este indicat modul de 
repartiție al tensiunilor pe lungimea fibrei pentru trei cazuri [4], 


[6]: 


a) cazul] 1;= lar 


e Х*=Ме/2 _, 


=> le lir 


b) cazul II. l; 16 


lr « lie 


с) cazul HI 12 lg, 
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Or 
о, 


E 


lr 2 li 


Fig. III.16. 


Întrucât tensiunile nu mai sunt uniform distribuite în lungul 
fibrei pentru a putea aplica legea corectată a compozitului 
(ec.III.17) este necesar să se definească o tensiune medie o, care 
se acceptă în fibră. În aceste condiţii ecuaţia (III.17), pentru cazul 
compozitelor formate din fibre discontinue capătă forma 
generală: 

с=с, V, +o, (1- У,) (Ш.24) 

Din condiția de echivalență a suprafeţelor diagramelor de 

variaţie a tensiunii o, în lungul fibrei rezultă: 


— 1 1 
- cazul с, l = Sal, = r= Oa: 


— 1 
- cazul II с 1,= 5 1 l, > o, = "E 


fcr 


O; | ! pw cr 
Sga l B 209% 2 ) t os (l, eL) — 9 = o, (1— 21). 


Generalizând relațiile de mai sus este evident că pentru: 


— | 
l,»h,, 6:=9,(1- 58) ; (1.25) 
21, 
———" 
le < ler, cr (Ш.26) 


În aceste condiţii legea amestecului corectată (ec.III.24) 
devine: 


o =o, (1- 


I 
7 )V, + 6, (1- V;) pentru > lg, (Ш.27) 
f 


ŞI respectiv: 
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1 
с, = Vi te, 0-V,) pentru <la (HL28) 
Aplicația III.A.5 


Se consideră un material compozit cu fibre discontinue 
dispuse paralel cu direcția de aplicare a sarcinii. Fibrele au 
diametrul d = 0,04 mm şi sunt realizate dintr-un material cu os = 
3200 MPa. Rezistenţa la rupere la forfecare a stratului de matrice 
aderent pe fibra т = 18 MPa. Stiind că fibrele au lungimea lp = 2,5 
mm se сеге: 

a) tensiunea maximă din fibre; 

b) tensiunea medie o, care apare în acest caz. 

Rezolvare: 

а) Din relația (111.23) rezultă lungimea critică a fibrei: 

6, d  3200.0,04 
fa т> 2418 
Tensiunea maximă din fibre (fig. III.16.cazul IT) devine: 


= 3,55mm, 


b) Tensiunea medie ср, întrucât 1; < lg, va fi (ec.III.26): 
Са CHUNG" 
d 0,04 

Întrucât 1; < 15, rezultă cá nu este folosită intreaga capacitate 
de rezistenţă a fibrelor. 

Aplicația III.A.6 

Un material compozit cu fibre discontinue unidirectionale 
având diametrul d = 0,04 mm şi rezistenţa la rupere os, = 2000 
MPa, este solicitat la tractiune pe directia fibrelor. Rezistenta la 
forfecare a stratului de matrice adiacent fibrelor este x = 10 MPa 
iar fibrele au lungimea 1, = 6 mm. 

Se cere: 

a) lungimea critică a fibrelor lrer; 

b) tensiunea maximă transmisă fibrelor Сах; 

c) tensiunea medie din fibre 6,; 

d) considerând că rezistenţa la rupere a matricei o4, = 20 
MPa şi rezistenţa la rupere a compozitului este o, = 50 MPa, să se 
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calculeze procentajul volumic de fibre Уу, folosind tensiunea 
medie preluată de fibre; 

е) folosind valoarea procentajului de fibre de la punctul d şi 
acceptând că fibrele au lungimea critică găsită la punctul a, să se 
calculeze, pe baza tensiunii medii preluată de fibre, rezistenţa la 
rupere a compozitului. 

Rezolvare: 

a) Din relația (1.23): 

c,d 2000- 0,04 
Koe c. R 
se vede cá: 1; > lg, 

b) Tensiunea maximă transmisă fibrelor va fi în acest caz 
or, = 2000 MPa (vezi fig. III.16 cazul IIT). 

c) Tensiunea medie din fibră se obține din ecuaţia (11.25): 


fer 


б; = бь(1- 2 = 


Е 4 
ог = 2000(1 7) = 1333,3MPa 


d) Din ecuaţia (1.27): 
I 
o, =o, (1 -— — )Vi +o, (1— Ve) 
21, Í 
m 
rezultă: 0, = Og (1 zi 2] )V, зот С. Ve 5 
f 
de unde: 
G, -On 50—20 30 30 
У, = = = =——= 0,022 
1334—20 1314 Í 


mr 


(1-0, -o,. (1- $2000- 20 
e) Aplicând tot ecuația (111.27) se obţine: 


| 
o, =o, (1 — fer )V, +o, (1— V,) 
21; : 


С 
de unde: o, = Е Уве (1= V); 


2000 
deci: ©, = DX 0,022 + 20(1— 0,022) = 22 + 19,56 = 41,56MPa. 


197 


III.5. Grinzi compozite 

În practică se utilizează în numeroase cazuri grinzi compozite 
realizate din mai multe materiale, denumite şi grinzi sandwich. 

Considerăm grinda realizată din două materiale, având modulele de 


elasticitate E, şi E; (E; =n E») solicitate la incovoiere prin momentele 
incovoietoare M; (fig. II.17.a,b) 


M Mi iE y 
REC. р 


a 


g 
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Fig. 1.17 


Acceptând valabilitatea ipotezei sectiunilor plane şi normale а lui 
Bernoulli, rezultă că în acest caz deformatiile specifice £, variază liniar 


pe secțiunea barei (fig.III.17.c). Intrucât ambele materiale ascultă de 
legea lui Hooke, rezultă: 


O, = Es, = E Ку; O» = EE, = E,ky 


(11.29) 
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Principala problemă este găsirea poziției axei neutre. Pentru aceasta 
se decupează din grindă cu două plane situate la distanţă dx un element 
de volum infinit mic, pentru care vom scrie condițiile de echilibru: 

YX-02 [oda + [o .dA=N=0; (111.30) 

A, A2 


(М), 202 [yo dA + [yo dA =M, . (Ш.31) 


Dacă se ia în considerare expresiile lui суу şi схо , relația (III.30) 
devine: — n[ydA- [ydA -0. 
A, A2 


Dacă se ia în considerare că y=y'-y'c, (fig.IIL 17.b) se obține: 
n [(y-y',)dA + f(y'-y's )dA =0. (111.32) 


de unde: 
n[(y)dA — п | (y's )dA + f(y)dAn — [(у',)аА =0. 


Dacă avem în vedere că: 
[(GodA-y,A; — [G)dA- y, A; 
А, А, 


relația de mai sus ne conduce la expresia: 

пу', A, —пу' A, +y', A, - y's, A, =0; de unde: 
у, А, E пу' А, 

A+nA, ` 
Relaţia de mai sus permite stabilirea poziției axei neutre 

pentru grinda formată din cele două materiale (fig.III.17.b). Aceeaşi 
relație ne sugerează că o secțiune neomogenă poate fi înlocuită cu o 
secțiune omogenă având modulul de elasticitate E; dar a cărei arie A, 
trebuie majorată de n ori (fig. III. 17.e). Este evident cá în acest caz 
pentru a păstra neschimbată poziția lui у’! şi у”, secțiunii de arie А, 
trebuie să-i mărim de n ori lăţimea acesteia. Deci în continuare problema 
se reduce la o secțiune omogenă în forma de T la care y's reprezintă de 
fapt ordonata centrului de greutate în raport cu sistemul de referință 

z'o у’. Dacă luăm în consideraţie a doua ecuaţie de echilibru se 
obține: 


y'= (111.33) 


nE,k [y'dA +E,k [y'dA - M,, 
A, A2 
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din саге rezultă: Е,К(п [y/dA + [y'dA)=M,. (11.34) 
Al A2 


Introducem notatiile: 
[y'dA - I, - momentul de inerție al suprafeţei de arie A; în raport cu аха 
А, 
neutră; 
[y'dA =I, - momentul de inerție al suprafeţei de arie A» їп raport cu 
А 
аха neutră. 

In acest caz obţinem: 

E,k(nl,-L)-2M;; de unde: 
КЭШЕ s (Ш.35) 
E, (nl, +1,) 

Introducând notația: L=nli+L, denumit şi moment de inerție total al 

secţiunii neomogene în raport cu axa neutră rezultă: 


es M, 
EI, 
În aceste condiţii relațiile (111.29) capătă forma generală: 
os T si o, 2d (Ш.36) 
Aplicația Ш.А.7. 


Se consideră grinda de secțiune neomogenă realizată prin 
suprapunerea a două bare dintre care una este din aluminiu cu 
E, 2 70-10 MPa si alta din lemn pentru care E, 2 8,75-10' MPa. Вага din 
aluminiu este de sectiune dreptunghiulará 60x20 mm, iar bara din lemn 
are înălțimea de 200 mm si lăţimea de 80 mm. Grinda este solicitată la 
incovoiere de un moment încovoietor М=15 KNm. Să se calculeze 
tensiunile maxime si minime din cele douá materiale. 
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ууа 
SS 
М 


° 
yG 
Д 


— 


a) b) 
Fig. Ш.18 


Raportul modulelor de elasticitate Ед/Е;=8. 
Calculând poziţia centrului de greutate al secţiunii echivalente 
obținem în acelaşi timp poziţia axei neutre: 


' 


_ 200-80-100 + 480. 20-210 


E = 141,25mm. 
200-80 + 480.20 


Momentul de inerție І, devine: 
I = 80-200? 20° -480 
12 


+ 41,25°.80- 200 + + 68,75° 480.20 = 


= 53,3 -10% + 27,56 -10° +0,32 -10° + 45,045 -10° = 126,22 -10% mm* 


Tensiunile maxime şi minime din cele două materiale devin: 
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15-10°-141,25 
126,22-10° 
8.15:10° -78,75 


= 16,78 MPa 


| шаху| 7 


O = 2 = = 74,86 MPa 
AI 126,22-10 
15-105. 
Gu, = 122101387 _ 698 MPa 
126,22 -10 
байлу СЛ” Өш = 25,84 MPa 
Aplicatia Ш.А.8. 


O bară bimetalică este supusă unei variaţii de temperatură At. Se 
cunosc modulele de elasticitate E, şi E» precum şi coeficienţii de dilatare 
termică liniară a, şi oo. Sectiunile celor două bare sunt aceleaşi, având 


Qu, Ei ou At 


БО 
A ///4 


Qo, E» o»At 
a) b) с) d) 


Fig. III.19. 


dimensiunile (h x b). Să se calculeze tensiunile maxime şi minime din 
cele două materiale, dacă Е»= n-E;. 

Dacă cele două bare s-ar dilata liber alungirile acestora ar fi: 
G At şi At. (fig. Ш.19.а). 

În realitate nu este permisă dilatarea liberă a acestora, astfel încât 
bara a doua este împiedicată să se dilate în timp ce prima bara este 
supusă unei dilatări suplimentare. În aceste condiţii apare forta F care se 
opune dilatării barelor, sub acţiunea căreia apar deformatiile specifice: 
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de unde: 


Fí 1 1 
Ag = E€ —€, "zx = At(a., —0,); 
din care rezultă: 
F- hbAt(a, — a, JE 
Е 1 


1+ — 
n 


Momentul incovoietor care solicită ansamblul format din cele două 
bare devine (fig.III.19.d): 


M, =Fe= h^bAt(a., _ ы | 


1+— 
n 
In figura Ш.19.е este prezentată secțiunea echivalentă pe baza 
căreia se poate determina poziția axei neutre: 
h 3h 


^9 bhenbh — 2(I+n) ` 


Momentul de inertie total I; devine: 
bh° Ez 3n) d pj , 100 E h0 ta) Р 


1 


р 


2(1+n) 2 12 |2  2(l+n) i 
3 3 
"n n. 
12 1+п 


Tensiunea maximă din materialul 1 se obține aplicând relația lui 
Navier: 


1+3n) 
h^bA – о JE NE 
o _ Му, | (о. о) x 2(1-- n) _ Atla, — a, JE, (1+ 3n)n " 
d L Ë l+n n ü 1+n) E 
nn DOR ia) E zl 
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unde: 


Wami 


În figura Ш.20 este indicată variaţia lui kifunctie de n, din care 
rezultă că valoare maximă a acestuia este de 0,865 pentru n-3. 


Fig.III.20 


Ín mod analog, tensiunea maximá din materialul 2 devine: 
3+п) 

Аргы Би 8+0) 
Men-y,) " pensa m лба, — o E Gen) 


| ЖО tra] "7, 


12 1+п 
E At(a, —Q, )Е К, 


altă м (1+ a + à | 


Din legea de variație a lui ko, (fig.IIIL.20), se vede cà acest 
coeficient are valoarea maximă de 0,848 pentru п=0,5. 
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III.6. OBSERVAŢII PRIVIND FOLOSIREA 
MATERIALELOR COMPOZITE 


Utilizarea materialelor compozite cu înlocuitori ai metalelor 
într-o serie de aplicaţii inginereşti necesită studii riguroase. În 
problemele analizate anterior când fibrele sunt dispuse după o 
anumită direcție se realizează o structură anizotropă ceea ce 
implică folosirea proprietăților ce derivă din aceasta. 

Întrucât fibrele au în general o rezistență mai ridicată decât 
matricea, utilizarea avantajoasă a acestora implică ca forța 
aplicată să aibă orientarea fibrelor, fiind contraindicată aplicarea 
forţei pe o direcţie perpendiculară pe fibre (fig.III.21. a si b). 


(= — — 
(— — 

A — 
wwwww ==) 
(— — go——————) 
===) CO 

a) b) 
Fig. 111.21. 


Dacă se urmăreşte realizarea unui material izotrop atunci 
fibrele se dispun în matrice într-un mod aleator, rezistenţa 
compozitului fiind în acest caz mai puţin afectată de direcția de 
aplicare a sarcinii. Cele prezentate anterior se referă în general la 
realizarea unor materiale compozite cu rezistență ridicată şi care 
au o tenacitate mai redusă. 
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Aşa după cum s-a arătat anterior, în prezent, compozitele au 
căpătat o largă aplicabilitate în cazul unor elemente sau structuri 
de rezistenţă supuse la solicitări variabile. 

În anumite condiţii, rezistenţa la oboseală a unui material 
compozit poate depăşi de până la trei ori rezistenţa la oboseală a 
unui aliaj de aluminiu respectiv poate fi de două ori mai mare 
decât rezistenţa la oboseală a unui oţel de înaltă rezistență sau un 
aliaj de titaniu [2]. La materialele compozite rezistenţa la 
oboseală este aproximativ 0,9 din rezistenţa la rupere statică, faţă 
de oţel, când aceasta reprezintă aproximativ 0,5 din rezistența la 
rupere. 

În figura Ш.22 sunt indicate, pentru comparaţie, curbele de 
oboseală pentru un aliaj de aluminiu şi respectiv pentru un 
material compozit unidirectional [2]. 


Compozit 
unidirectional 


Aliaj din 
aluminiu 


Numărul de cicluri Numărul de cicluri 


Fig. III.22. 


Rezistenţa la oboseală ridicată se explică de obicei prin 
capacitatea pe care o au unele materiale compozite 
unidirectionale de a retine fisurile de oboseală. Aceasta are la 
bază formarea unor noi suprafeţe de rupere, prin devierea fisurii 
magistrale după o direcţie perpendiculară pe planul acesteia ca 
urmare a desprinderii matricei de pe anumite porţiuni ale fibrelor. 
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În aceste condiţii efectul de concentrare a tensiunilor la 
vârful fisurii, este puternic atenuat, deoarece fisura nu mai 
rămâne ascuţită ca în cazul metalelor. Cele de mai sus pot fi 
explicate pe baza rezultatelor obținute de Gordon, Martson şi 
Atkins [10], [11], [12]. După Gordon concentrarea tensiunilor la 
vârful fisurii poate conduce la desprinderea matricei de pe 
anumite porțiuni ale fibrelor înainte ca fisura să atingă fibra 


(fig. 111.23). 


Fig. 11.23. 


Prin aceasta o parte din energia în exces este absorbită 
pentru crearea unor noi suprafețe de rupere în lungul fibrelor, 
ruperea fragilă fiind astfel evitată. 

Mai mult, Martson şi Atkins au conceput realizarea unor 
materiale compozite unidirectionale la саге rezistența la 
desprindere a matricei are valori diferite pe lungimea fibrelor, 
zonele cu rezistență ridicată alternând cu zone la care această 
rezistenţă este scăzută (fig.III.24). 

Prin acelaşi mecanism prezentat anterior fisura magistrală 
este deviată în zonele cu rezistență de adeziune mai redusă, 
desprinderea având loc înainte ca fisura să atingă fibrele. În acest 
mod fisura magistrală inițială se va bloca în zonele unde ruperea 
se continuă în lungul fibrelor (fig. 111.24). Outwather şi Murphy 
folosind un compozit unidirectional cu fibre din sticlă a căror 
deformatie la rupere este mai mare decât a matricei , explică pe 
baza unor fotografii de o calitate excelentă un alt mod de reţinere 
a fisurii magistrale [13] (fig. 111.25). 
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Fisura inițială 


( mnm LO 
( ШШЕН ED 
( иша D 


Fig. 111.24. 


Fig. III.25. 


Energia de deformatie suplimentară este dirijată initial 
pentru dezlipirea matricei de pe fibră care se produce numai când 
fisura atinge fibra şi se continuă până la ruperea acestuia 
(fig.III.25). 

Din figura Ш.25 se vede cá atât desprinderea cát şi ruperea 
s-au produs pentru fibra 1 în acelaşi timp a apărut o desprindere şi 
în jurul fibrei 2. Fibra 2 continuă să fie deformată fără să se rupă, 
în timp ce fisura se opreşte în jurul fibrei 3. 
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În cazul unor materiale compozite unidirecţionale 
stratificate, aceeaşi problemă se explică printr-un mecanism de 
degradare a matricei care constă atât din desprinderea de pe fibre 
cát şi ruperea acesteia [2], (fig.III.26). 


Direcţia de propagare a fisurii 


Fig. 11.26. 


În încheierea acestui capitol trebuie subliniat că cele 
prezentate reprezintă o scurtă introducere în acest domeniu 
deosebit de vast şi de complex, modul de abordare permiţând 
tratarea problemei în cadrul capitolului de sisteme static 
nedeterminate solicitate la întindere sau încovoiere, respectiv 
barele sau grinzile de secțiune neomogenă. 
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Cap.IV. METODE NUMERICE 


1V.1. Metoda diferenţelor finite 


Metoda diferenţelor finite este o metodă aproximativă care 
permite rezolvarea unui număr mare de probleme din mecanica 
solidului deformabil. În cele ce urmează se va analiza o aplicaţie a 
acestei metode în rezistența materialelor. 

În principiu această metodă are la bază înlocuirea unei funcţii 
continue, de exemplu v(x), printr-o funcție discretă, de variabilă x, pe 
baza valorilor funcției într-o mulțime de puncte denumite noduri. 

Considerăm funcția continuă v(x) şi o serie de valori ale acesteia 
în jurul nodului central n denumit şi pivot (fig.IV.1). 


Prin definiție: 


| +, li v(x, + Ax) – у(х, — Ах) Еа li V, — Vai — 
dx] on 2Ах а a Se NA) 
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Acceptând că variația argumentului Ax este foarte mică Ax = À, 
relația (IV.1.) devine: 
(=) = Уры Mad = iov (IV.2) 
dx J, 
in саге Oy, = %2 (Vai —Vn-1) poartă denumirea de diferenţă finită, 
centrată. 
Derivata funcției v(x) în punctul n mai poate fi scrisă sub forma: 


dv Vai Va АЛУ, 

d) © Aa 4 (IV.3) 
unde Av, reprezintă diferența finită înainte. 
Dacă se introduce diferenţa finită înapoi Vv, =v, у, , derivata 
funcției у(х) în punctul n devine: 

dv VC Vu VV, 

dx | ша (IV.4) 


Ín aceste conditii derivata de ordinul doi a functiei v(x) in 
punctul n se poate scrie sub forma: 


а?у а (ау 1 1 1 1 
de | = dx e à = т A(Av,) == g ACn =) = pV =Y) р (н _У„) 


de unde: 
|, du 1 ( 5 ) ДИБ) 
[3j ~ 2 Wn42 7 ZVn+1 T Vn А 
ах ? А 
Dacă luăm în considerare diferenţele finite înapoi, atunci 
derivata de ordinul doi a funcției v(x) în punctul n devine: 


а?у а | dv 1 1 1 
СЕ | e dx "I id 2 У(Му,) = 2 “(У ыр Vn-1) = рд = Vn-1) m 


1 
= pA (Vn-1 == Vn-2) 


de unde: 
2 
а) et = (Vn 2 2Vn-1 + Vn-2) (IV.6) 


dx? 


Dacă se iau in considerare diferenţele finite de centrate: 
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d?v d ( dv 1 
E 2 2 (d) < 2 Ó (0v,) = 3 Ó (Vn+1 = Yn-1) = z (дул — дһ) = 


1 
E gg 2 T Vn) - ZZ ра Ул—2) 


de unde: 


dx 


Relaţiile (IV.5), (IV.6) si (IV.7) nu se aplică întrucât pentru 
calculul derivatei de ordinul doi în raport cu pivotul n se iau valori ale 
funcției v(x) la distante mari față de punctul considerat. 

În aceste condiţii derivata de ordinul doi a funcţiei у(х) în raport 
cu pivotul n se defineşte astfel: 


d?v d ( dv 1 1 1 
di = dx dx ; + AZ A(Vv,) = 2 ^0 — Уһ) Елы a = Дурр = 


1 1 
— g Onn x Vn) = 2 (n E Vn) 


2 
с x 22. (Ул+2 Е 2v, + Vn-2) (IV.7) 
A 44 


de unde: 
d Е 1 
pue 2 (V1 — 2V + Vg-1) (IV.8) 
Ë „A 
Pe baza relaţiei de mai sus se poate calcula şi derivata de ordinul trei: 


d'v 1 1 1 
— САСА (Vau 2%, RAT TEE EN 


dx? " "S y 
1 1 
= z (Ym ee pes x E Vi- Vaa) ta 2)3 —(v, EU. s) = 
1 
= qne oM RET 2У o + 2V ENV Va) 
de unde: 


| De (v 2V1 +2У Vs 2) (IV.9) 
3 А 3 VYVn+2 — п+1 п-1°_ Уп-2 . 
dx h 24 


Derivata de ordinul patru a funcției у(х) în raport cu pivotul n poate fi 
scrisă sub forma: 
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d^v 1 1 1 
а) Ее) А? (У?2у,) = P: N(v,-2V. q t Vo) P. A(Av, — 2AV, р + Лу, 5) = 
n 
1 
= д А(Упы — Vn — 2v, + 2v, 1 Vn-1 7 Vn 2)= 


1 
= Z (Лу, pi 3Av, + ЗЛУ» 4 ES упо) = 


1 
= д ne — Уы 7 Зул + 3v, T Зу, " 3v, 17 Vn-1 T Vn 2) 


de unde: 
d^v 1 V 
i Ум (Vn+2 — 4Ул1 + бул — 4Vn-1 + Va-2) (IV.10) 


dx? 


Procedând în mod analog se obțin şi alte derivate de ordin superior. 


Aplicația IV.A.1 

Să se calculeze săgețile în secțiunile indicate pentru grinda din 
figură aplicând metoda diferenţelor finite. 

Pornind de la ecuaţia diferențială a fibrei medii deformate: 


dv М.х) 
quo EL (IV1.11) 
51 având în vedere ecuația (IV.6) rezultă: 
2 . 
Vai = 2Vp + V, = — (IV.12) 


Aplicând ecuația (IV.12) pentru punctele 1, 2 şi 3 se obține: 


М. 

Vo — 2Vi + У) = m, EL, 
1 

VI — 2v, + Уз = =Z EL 
2 

M. 

У — 2v3 + V4 = _ 2 EI 
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: ; Ж 3 ; 
Din diagrama de momente se vede са: M, = a ; Mp = 2Еа $1 


M, = = Fa . Pentru a da o formă finală sistemului de mai sus trebuie 


1 


să se țină seama de condițiile de contur. Aceste condiţii pentru un 
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reazem de capăt constau în aceea că derivata de ordinul întâi a rotației 
(momentul incovoietor) şi săgeată sunt nule. 


Fig.IV.3. 


da d?v 1 
|а . ~g (ap 2Vn Va) = Ü ; Van = 0 


Rezultă: 
Vn4] = —Уп-1 (ТУ. 1 Я 1 3) 
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Dacă avem în vedere că în reazemele 0 şi 4 săgețile sunt nule: vo = 0 şi 
ул = 0, sistemul de ecuaţii devine: 


3Fa 
2v +V, === 

2 El, 
V —2v.,+V - _ 2Fa° 
1 2 3 El, 

3 Fa? 


Rezolvánd acest sistem se obtine: 
lOFaà^ . 42Fa* 
vV = У; = 51 У, = 
4EI, I2EI, 
Efectuánd un calcul exact se obtine: 
38Fa^ 
У, = 
12ЕІ, 
Evident са о dată cu micşorarea lui À precizia de calcul а deformatiilor 
creşte. 


Aplicația IV.A.2 


Pentru grinda static nedeterminată din figură se cere să se ridice 
nedeterminarea şi să se calculeze săgețile în secțiunile 1, 2 şi 3. 
Aplicând relația (IV.12) pentru punctele 0, 1, 2 şi 3 se obține: 


2 2 
iz, sati E: Ë =) : 


16| 2 EI, 
2 2 
M qus өр. Ser 
160 32 4 ЈН, 
2 
MI да DE uel 
1618 2jHI, 
2 2 
SCENES 
16132  4jEI, 


Intr-o incastrare săgeata şi unghiul de rotație sunt nule. 
Considerând încastrarea n se poate scrie: 
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-8pl'/8 -р/32 


r-f-- 


i 
-1//2 = 


3X1⁄4 XI/2 X14 


Fig.IV.4. 
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v, =0 

^ (E s Ука Уза 0, (IV.14) 
dx /, 2) 

Vay 


n+l п—1 
Având în vedere aceste condiţii precum şi cele stabilite în 
problema anterioară pentru un reazem, sistemul de ecuaţii de mai sus 


devine: 


32 4 JEI, 

2 2; 
ОИ Еи 

1618 2ЈЕ, 


2 2 
КЕЕ ао 
16| 32 4 ЕІ, 


Rezolvând acest sistem se obține: X = = = 0,386pl , 


_ DI c p^ oa pl 
vı = 0,00353 EI, ° у = 0,00657 EI, ° Уз = 0003326 TT, : 


Calculul exact ne conduce la X = 0,375pl 


Aplicatia IV.A.3. 


Să se calculeze forţa critică de flambaj pentru bara dublu 
articulată din figură. 


Fig.IV.6. 
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Ecuația diferențială care stă la baza calculului forţei critice de 
flambaj este de forma: 
а?у 


a +k"v=0 (IV.15) 
unde 
F 
k? = — IV.16 
ЕГ. ( ) 


Transpunând ecuaţia de mai sus în diferente finite se obţine: 
у T (X -2) v, +v, = 0 
Aplicând ecuația de mai sus pentru punctele 1, 2 şi 3 rezultă: 
v, +v (kA -2)20 
v, +v,(k22 —2)+ v, = 0 
v,(22 —2)+v, =0 
Din condiţia de inerție, v; = уз. În aceste condiţii sistemul se 
reduce la ecuaţiile: 
(K – 2)у, +v, 20 
2v, + (К2А2 - 2)v, = 0 
Din condiția ca determinantul să fie nul, rezultă: 
к?л -2 1 
2 k?X -2 
Retinànd soluția pentru care se obține forța critică minimă, se 
obține К?А2 =2— 4/2 dar: 
kes ea к -2-422X! = m 


-02(k??-2y —2 = 0=k222 = 2+ 4/2 


4 
Cum: 
pu espe a - v2) —— ——- EIF, =9, j 
EI Е 
Calculul exact ne conduce E valoarea: 
z?EI EI 


Fi = 59865 
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IV.2. Metodă variationalá aplicând diferențele finite 


Această metodă constă dintr-o combinaţie a metodei variationale 
cu metoda diferenţelor finite şi se bazează pe existenţa unui minim a 
energiei totale de deformatie U înmagazinată Într-un sistem elastic: 

U=Wq - L (IV.17) 

care : 

Wa - energia potenţială de deformatie; 

L - lucrul mecanic al fortelor exterioare 

Funcţia care exprimă energia totală de deformatie poate fi 
discretizată, aplicând operatii specifice diferenţelor finite 

Exprimând energia potenţială de deformatie $1 lucrul mecanic al 
forțelor exterioare sub forma unor funcții de deplasările (săgețile) 


nodurilor, condiția de minim a ecuației (IV.17) impune: 
oU 


AL (IV.18) 
sau 
Wi 0 (IV.19) 
Ov. ду. 


Pentru o grindă rezematá încărcată cu o sarcină distribuită p, 
energia potențială de deformatie şi lucrul mecanic al forţelor 
exterioare sunt date de expresiile: 
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w, = PM а EL | ES dx, (IV.20) 
0 EI, 2 0 dx 

Г ПУ 21) 
0 


Discretizând grinda în n intervale de lungimi Ax, cele două 
integrale devin nişte sume de forma: 


EL af Ay. | 
W., = 2 | Ax: IV.22 
AME 2 Pi ( ) 
A =—X vip; Ax (IV.23) 
1=1 


Trecând în diferente finite, energia totală de deformatie U 
înmagazinată devine: 
© 
V; 72V; +V; v. —2v. +V 


2 (+1) (i-1) E 


V, — 2V +V 


Elz i i+ i+ 
U=3 a À + " Z| + E À + 
G-2) 2 (1+2) 2 
рш ss e кышы... [кр К 
À À 
G-1) (1+1) 
Via Pi Vua Pia À....... = 0 
(IV.24) 
Condiţia de minim a acestei energii capătă forma: 
GU ELÍ 4 2 
ду; = în his M (viai cV vii) T jii Did se уно) T 55 
2 ( M ) 
eli — 2Vi- + уо) | — p = 0 
respectiv: 
(1) (1+1) (1-1) 2р;А 
—4 Vis] — 2v;+ Vi |+ 2 Ma 2Vi + Vis2 +2 Vi —2Vvi 1+ Vi-2 |= EI 
Z 


(IV.26) 


221 


Pentru rezolvarea ecuaţiei (IV.26) în raport cu pivotul central i 
se introduc coeficienţii de pondere a nodurilor @ şi care depind de 
poziţia nodului pe grindă (tabelul IV.1.) 


Tabelul IV.1. 
Coeficientii din noduri ai ecuaţiei Coef.de Coef.de 
(ТЕ. 2. 10) încărcare | pondere a 
nodurilor 


ы ыю 


In aceste condiţii ecuaţia (ІУ .26) devine: 


(80; + 20; + 2@_)у — oi + о )у До + ю_)у— + 
2р;А (IV.27) 
EI 


T2041 Vi+2 + 20; 4 Vi 2— 
Z 


In care o, =1 pentru nodurile care aparțin baret; o;,,-1/2 pentru 


capetele barelor şi o; =0 pentru nodurile situate in afara barelor 
(fig.IV.7.c) 


Dacă 6;20,;,-20;,-1 ecuația (IV.27) devine: 
20A. 
ЕГ, 


12у; — 8Vi41 — 8Vi | + 2У{+2 + 2v;_2 = 


(IV.28) 


Aplicatia A.IV.4 
Sá se calculeze săgețile în secţiunile 1,2,3 şi 4 pentru grinda de 


rigiditate constantă din figura IV.8. 

In tabele de mai jos sunt dati coeficienții ecuaţiei (IV.27) 
calculate pe baza coeficienţilor de pondere atunci când pivotul central 
coincide cu nodurile: 1,2,3 şi 4. 
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р3/2 р7/4 


--- -© - - —qÀ—Ñ— aə,'++ 


Fig.IV.8. 


Tabelul IV.2. 
Coeficientii ecuaţiei (1V.27) Coef. Coef.de 
încărcării | pondere 
(de sarcină) | a nodului 


Coef.de 
pondere 


= = 
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Tabelul IV.4 
Coeficientii ecuaţiei (IV.2 7) Coef. Coef.de 
încărcării | pondere 


(de sarcină) | a nodului 


piere 


2 EL 


Coef. Coef. de 
încărcării | pondere 


Dacă se au in vedere condiţiile la limită: 
Va = Vis 
Vp — 2v, + v, 20 v, = 2v, - v, (nodul 4 este un capăt liber) 
у= 0 

Sistemul de ecuaţii devine: 


5pl* | _ 5pl^ 
| 12v, — 8v, + 2v3 = 512ЕГ, | Ov dy КУ = 1034ЕІ, 
3pl^ 3pl* 

kas 2v, = 368 | Gta =v +v gr 

7pl^ 7pl^ 
av —8v, + 10v; – 4v4 = mE | vı — 4v3 + 5v3 — 2V4 = TO24EL 
| 4 Í | 4 

2pl 2pl 

|2v2 = 4v3 + 2V4 = 256EI |v = 2v3 +t V4 = 512EI 


ale саге1 solutii sunt: 
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0,0539pl^ 0,140pl^ - 02415pl' 0,3469pl^ 
LENA ий UA CE MICE 
Aplicatia A IV.2.5 


Să se ridice nedeterminarea şi să se calculeze săgețile în 
secțiunile 1,2, sl 3 pentru grinda din figura IV 9. 


Fig.IV.9. 


Procedánd їп mod analog se calculeazá coeficientii ecuatiei 


(IV.27) pentru nodurile centrale 1,2,3 şi 4. 
Tabelul IV.6 
Coeficientii ecuaţiei (1V.2.10) Coef. Coef.de 
încărcării | pondere 
(de sarcină) | ai 
nodurilor 


Tabelul IV.7 
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Coeficientii ecuaţiei (1V.27) Coef. Coef.de 
încărcării | pondere 
(de sarcină) | ai 
nodurilor 


Coef.de 
pondere 


Coef. de 
pondere 
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Având în vedere următoarele: 


[ vo =0 
VI = Vg 


УВ = —V3 
E -0 


sistemul devine: 


4 4 
us -8v42v4- SEL С -4V3 +Уз = эзе SED (1) 
=. iD casa Pl [^ топ та ж 
256E1, ! 2 3 256E1, 

Duos. erede ЕЕ se, 
| К 3 dun | 1 des | 256ЕІ, | 

1 х1 1 х1 
|272 аш š s ORE © 64ЕІ, K йс а Т – 12881, (+ 


Rezolvând acest sistem se obține: 
y = 00521  . — 0,008466pl' ^ 0,006512pI*. 


M M X = 0,833pl 
i EI, : EI, ? EI, p 
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IV.3. INTRODUCERE ÎN METODA 
ELEMENTELOR FINITE 


IV 3.1. Consideraţii generale 


Primele formulări ale metodei elementelor finite au fost date 
de: M. J.Turner, R.W. Clough, H.C. Martin şi L. C. Topp în anul 
1956. 

Această metodă s-a aplicat mai întâi în domeniul structurilor 
aeronautice, din nevoia efectuării unor calcule de rezistenţă cât 
mai precise, folosind calculatoarele electronice. 

Tehnica elementelor finite s-a extins şi în alte domenii cum 
ar fi: mecanica construcțiilor, construcțiile navale, electrotehnică, 
termotehnică etc. 

Metoda elementelor finite ca şi metodă matriceală de 
analiză a structurilor, constă în aceea că o structură reală poate fi 
analizată printr-un model matematic ca fiind alcătuită dintr-un 
ansamblu de componente structurale denumite elemente. 

În metoda elementelor finite un corp continuu poate fi 
discretizat într-un număr finit de elemente având un număr finit 
de noduri şi care sunt legate între ele prin linii nodale sau plane 
nodale. 

Rezultantele forțelor care acționează pe un element se iau їп 
considerare sub forma unor forte concentrate aplicate în nodurile 
acestuia. Utilizând metodele mecanicii mediilor continue sau 
metodele teoriei elasticitátii, se stabilesc condițiile de rigiditate 
care trebuie să fie satisfăcute de fiecare element. 

Condiţiile de echilibru şi compatibilitate pentru fiecare nod 
încărcat, conduc la un sistem algebric de ecuații în care 
necunoscutele pot fi deplasările nodurilor, forțele interioare 
(eforturile) sau ambele în funcție de metoda utilizată. 

Pe lângă condiţiile de echilibru şi compatibilitate ale 
nodurilor, specifice analizei convenționale a structurilor, 
compatibilitatea trebuie să fie satisfăcută şi în lungul conturului 
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dintre elemente. Din această cauză rigiditatea unui element în 
cadrul acestei metode se determină aproximativ. 

Trebuie remarcat că în cadrul metodei elementelor finite 
aproximarea care se face este de natură fizică, un sistem structural 
modificat substituie un sistem continuu real. Matematic nu se 
face nici o aproximaţie față de structura reală. 

Prin aceasta se deosebeşte în mod esențial metoda 
elementelor finite de metoda diferenţelor finite unde ecuaţiile 
unui sistem fizic sunt rezolvate prin metode aproximativ. 

Utilizarea unor elemente bidimensionale sau 
tridimensionale fac ca metoda elementelor finite să nu afecteze 
continuitatea structurii. 

Un alt avantaj al metodei elementelor finite constă în aceea 
că proprietățile de material din structura reală se reproduc integral 
în elementele acestuia. Această particularitate specifică 
elementelor finite a făcut ca această metodă să aibă o largă 
aplicabilitate în special la structurile din materiale compozite. 

În cele ce urmează se va face o scurtă prezentare a metodei 
elementelor finite aplicabilă pentru structurile de rezistență 
realizate din bare şi pentru probleme bidimensionale, cum ar fi 
starea plană de tensiune sau starea plană de deformatie. 

În literatura de specialitate sunt indicate mai multe moduri 
de formulare a metodei elementelor finite. În cazul de faţă vom 
utiliza principiul lucrului mecanic virtual. Pentru aceasta este 
necesar să definim inițial lucrul mecanic virtual şi energia 
specifică de deformatie virtuală. 


IV.3.2. Lucrul mecanic virtual, energia de 
deformatie virtuală. 


Principiul lucrului mecanic virtual 


Considerăm un sistem elastic a cărui diagramă forță - 
deplasare se exprimă printr-o dependenţă neliniară (fig.IV.10). 

Ana L a suprafeţei haşurate vertical reprezintă după cum se 
ştie lucrul mecanic produs de forta F care îşi deplasează punctul 
de aplicație pe distanța u. Dacă diagrama forţă deplasare se 
exprimă printr-o dreaptă atunci se poate scrie: 
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1 
L= Fu (IV.29) 


Dacá deplasarea и suferá o variatie cu би, lucrul mecanic L 
suferá o variatie AL a cárei expresie este: 


AL - Fu + OF.Ou- SL+ 8L (IV.30) 
Dacă se neglijează infiniti mici de ordinul doi se obţine: 

AL =6L=F.-6u (IV.31) 
unde ôL reprezintă lucrul mecanic virtual produs de forța F care 
capătă deplasarea elastică virtuală ди. 


Fig. 1V.10. 


In cazul general al unei structuri încărcată cu un sistem de 
forţe distribuite pe suprafaţă: 


$i a unui sistem de forte distribuite in volum notate sub forma: 
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{х)= 4х, 
Y 


VA 


ale căror deplasări suferă o variaţie cu cantitatea: 
би 


{би} = 4 бу 
ów 


lucrul mecanic virtual devine: 
àL = | {X} (suav +f {p} (8ujas (IV.32) 
v S 


Dacă structura este încărcată numai cu forte concentrate: 


atunci: 

8L = {Е) {би} (IV.33) 
unde би reprezintă deplasările virtuale ale punctelor de aplicație 
ale forțelor pe direcția acestora: 


Pentru a defini energia de deformatie virtuală considerăm 
curba caracteristică o—& pentru un corp elastic exprimată printr-o 
funcţie neliniară (fig. IV.11). Ana suprafeţei haşurată vertical 
reprezintă energia specifică de deformatie sau energia de 
deformatie înmagazinată în unitatea de volum, notată cu w. Dacă 
curba caracteristică se exprimă printr-o dependenţă liniară atunci: 


w- Zoe (ТУ.33) 
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energia de deformatie înmagazinată într-un corp de volum V 
devine: 


Fig. ТУ.11. 


1 
У = [у-у = 2 | =-є:9у, (IV.34) 
У У 


Dacă deplasările suferă o variaţie (sude forma : 


би 
{би} == B А 
буу 


atunci deformatiile specifice corespunzătoare devin: 


бє; = “t. 
Шы e 
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Energia specifică de deformatie suferă o variaţie cu cantitate : 
буу = {с} {бє} (ТУ.35) 
unde: 


y 


с 
с 
с 
(5j- 
t 
Ty 
T 


iar ów reprezintă energia specifică de deformatie virtuală. 
In cazul unei structuri, energia de deformatie virtuală 
înmagazinată devine: 


5wW = [дж ау = | (с) (el. av (IV.36) 


Conform principiului lucrului mecanic virtual pentru orice 
structurá elasticá aflatá in echilibru sub actiunea unui sistem de 
forte exterioare, lucrul mecanic virtual produs de aceste forte este 
egal cu energia de deformatie virtuală cu condiţia ca deplasările 
virtuale să fie compatibile cu legăturile sistemului elastic: 

oL = óW 
Ре baza celor stabilite anterior rezultă: 


J (X) (wav + (в) {Sas + {Е} {би} = f (o) {ӧғ)ау (ТУ.37) 


у V 


IV.3.3. Etapele parcurse pentru rezolvarea unei 
probleme cu metoda elementelor finite. 


Aplicarea metodei elementelor finite implicá parcurgerea 
urmátoarelor etape: 

a) discretizarea structurii in elemente finite; 

b) determinarea matricelor de rigiditate [к] pentru fiecare 


element în raport cu sistemul de axe local; 

c) transformarea acestor matrice în raport cu un sistem de 
axe general; 

d) asamblarea matricelor exprimate în raport cu sistemul de 
axe general şi obținerea matricei de rigiditate a structurii [К]; 


233 


е) rezolvarea ecuației de forma: 

(FJ = [kku (IV.38) 
din care se obţine fie deplasările nodurilor {ч} dacă se cunosc 
forțele nodale {F}, fie se obţin forțele nodale {F} dacă se cunosc 
deplasările nodurilor {ч}; 

f) calculul tensiunilor care apar în elementele componente 
în funcţie de deplasările nodurilor {ч}. 


IV.3.4. Determinarea matricei de rigiditate а unui 
element 


Considerăm cel mai simplu element elastic sub forma unui 
resort solicitat prin forţa F (fig. IV.12) 


Fig. IV.12. 


Între forta F si deplasarea u poate fi scrisă relaţia: 

F-k.u (IV.39) 
analogă cu relația (IV.38), unde К reprezintă constanta elastică 
sau coeficientul de rigiditate. Dacă u = 1 rezultă k = F, deci 
rigiditatea resortului reprezintă forţa care produce о deplasare 
egală cu unitatea. 

Deci elementele din matricea de rigiditate a unui element 
structural reprezintă forțele care apar datorită unor deplasări 
unitare pe anumite direcții pe care acestea pot să apară. 
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Matricea de rigiditate a unui element poate fi determinată 
prin metoda directă sau metoda indirectă. 

Metoda directă, are la bază impunerea unor deplasări pe 
direcțiile pe care acestea sunt posibile şi calculul pe această bază 
a reactiunilor care apar. Această metodă permite determinarea 
fără dificultăți a matricelor de rigiditate pentru elementele de tip 
bară. Aplicarea acestei metode întâmpină mari dificultăți pentru 
elementele bidimensionale sau tridimensionale. Pentru aceste 
ultime cazuri se recomandă aplicarea metodei indirecte, care este 
o metodă mai generală de determinare a matricelor de rigiditate a 
unui element. Metoda indirectă presupune parcurgerea 
următoarelor etape: 


a. Definirea câmpului de deplasări a elementului. 

Câmpul de deplasări caracterizează deplasările oricărui 
punct aparținând unui element. În cazul general putem scrie o 
relație de forma: 


u(x, У, 2) 
(fj = Убу, = |, у, 2-а) (IV.40) 
w(x, У, 2) 
unde: 

{г} reprezintă matricea deplasărilor oricărui punct 
aparținând elementului şi care este o matrice coloană de 
ordinul 3 x 1. 

[f *(x,y,2)] reprezintă matricea variabilelor câmpului 
de deplasări şi care este o matrice dreptunghiulară de 
ordinul 3 x n. 

(aleste matricea coordonatelor generalizate, care este 
o matrice de ordinul n x 1. 


b. Calculul deplasărilor nodale {ч} în funcţie de 
coordonatele generalizate {а} şi de caracteristicile geometrice 
[A ] ale elementului: 


{ч} = [A]:ta) (IV.41) 


Ecuația matriceală (IV.41) se obține scriind câmpul de 
deplasări pentru fiecare dintre nodurile elementului. În ecuaţia 
(TV.41): 

{а} reprezintă matricea coloană a deplasărilor nodurilor 
elementului finit. 

[A] reprezintă matricea care conține coordonatele nodurilor 
elementului şi care este denumită matricea caracteristicilor 
geometrice. 


c. Se calculează coordonatele generalizate în funcție de 
deplasările nodurilor cu relația: 
{а}=[А] {u} (IV.42) 
În aceste condiţii deplasările unui punct aparţinând 
elementului devin: 
{г} =[*@,у,®)]:[А] (u) (IV 43.2) 
sau 
{г} = [х (IV.43.b) 
unde: 
[N*]- [f * x. y. 2]: [a7], 
şi poartă denumirea de funcția matriceală de poziție a 
elementului. 


d. Se calculează deformatile specifice ale elementului în 
funcție de deplasările nodale {u}, prin diferențierea 
ecuaţiei (IV.43.a), rezultă: 

(e) = [Х]-[А] (u) (IV.44.a) 
unde matricea [N] se obține prin diferențierea matricei [f*(x,y,z)] 
în raport cu variabilele x.y, sau z. 

Introducând notația: 


[N] [AT =[в], 


rezultă: 
(e) = [B]- {ч} (IV.44.b) 


d. Se calculează tensiunile (o] în funcţie de deplasările 
nodurilor {u}, aplicând legea lui Hooke. 
(o) = [0]. fe} (IV.45.a) 
unde: 
[D] reprezintá matricea de elasticitate a materialului. 
Avánd in vedere ecuatia (IV.44.a), se obtine: 


{с} = [Dp] [N] [AT {u} (IV.45.b) 


f. Se stabileşte relația dintre forţele nodale şi deplasările 
nodurilor elementului. 

Aplicând principiul lucrului mecanic virtual şi luând în 
considerație numai forțele concentrate, rezultă: 


{би} -(F)= | {8} -{о}-ау (IV.46) 
Se obtine: ` 
{бє} = [N] [A] (uj (IV.47) 
de unde 
(57 = {ви} (LAT) INT (IV.48) 


După înlocuiri se obține: 


(uy (8) = ffau" (AT) INP -PIINIAT {6}-аУ 


Întrucât matricele {õu} [A]' J [A T'si fu} nu depind de 
coordonatele x, y, z se poate scrie: 


{би} -{Е} = aT] | [N] IDEE ТАГ {u} 

de unde rezultă: 

(АГ) TINI LOHN] v HAT" (9 (LV.49) 
Introducând notația: 
[к,]=([А]') 1 JN] o) Nav [T (IV.50) 


atunci ecuatia (IV.49) devine: 


{F} -[K.]- tuj (IV.51) 
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unde: 

{F} este vectorul coloană al forțelor nodale aplicate 
elementului. 

(ulreprezintă vectorul coloană al deplasărilor nodale ale 
elementului. 

[К‚] reprezintă matricea de rigiditate a elementului. 


IV.3.5. Calculul matricelor de rigiditate pentru 
elemente de tip bará 


IV.3.5.1.Metoda directá 
Se considerá un element ) care reprezintă o bară articulată 
de lungime L având rigiditatea constantă ES. Presupunem că 


elemnetul poate obţine deplasări numai în lungul axei Ox, 
( fig.IV.13). 


Fig. IV.13. 


Acceptám cá elementul capátá in articulatia j o deplasare 
egală cu unitatea 1, uj —1, în timp ce in articulația k, uy = 0. 
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Forţele axiale care acționează la extremitățile elementului 
vor fi: 
E-S i i . 

‚Е'=К __E:S 


i i 
үт кител Mg 


Cele două relații de mai sus pot fi scrise matriceal sub 
forma: 


În mod analog dacă în nodul| k | se impune o deplasare 
ик = 1, respectiv pentru nodul j |se impune uj = 0, forţele care 
acționează în noduri (fig. ГУ.14) devin: 


e L 
Їп aceste conditii matricea de rigiditate [кА] а elementului(i ) 


in raport cu sistemul de axe considerat devine: 


[к] у ка ES " (IV.52) 


Fig. IV.14. 
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IV.3.5.2. Metoda indirectă 

Se va parcurge etapele prezentate anterior: 
a. Definirea câmpului de deplasări pentru orice punct al 
elementului) studiat. Deplasarea unui punct arbitrar M pe 
direcția axei x, (fig. IV.14), poate fi aproximată printr-un 
polinom de interpolare de forma: 

Г (х) - ax +a, (1V.53) 

Ecuatia (IV.53) poate fi scrisă sub formă matriceală după 


cum urmează: 
['о)]=[х il 


Se vede cá s-a obtinut o formá particulará a relatiei (IV.40), 
unde: 
[г*(х)]=[х 1] 
51 


b. Se calculează deplasările nodurilor їп funcție de 
coordonatele generalizate {а}. 
Având în vedere coordonatele nodurilor j şi k (fig. ТУ.14) şi 
folosind ecuaţia (IV.53) rezultă: 


i 
| u, =a, 
i 
u, =a L +a, 


sau sub formă matriceală: 


c. Se calculează coordonatele generalizate în funcție de 
deplasările nodurilor: 


alar] 
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Inversând matricea [A] se obține: 


1 1 
АГ E 1 
1 0 


de unde rezultă: 


[г'(х)]=[х 1 cde 3M 


d. Se calculeazá deformatiile specifice ale elementului їп 
functie de deplasárile nodurilor: 


i 1 1 i 
ib fail ef (x) E ui. - ёа u, 
43-48 ea | г TJ 
Ín conformitate cu relatia (IV.17 a), rezultá matricea [N] 
prin diferențierea în raport cu x a matricei [f*(x.)]: 


İN]= [1 o] 


Efectuând produsul matricelor [N] si [A] ' se obține: 
ilL 1 u 
(e, lup M 


e. Se calculează tensiunilor (o) în funcţie de deplasările 
nodurilor elementului: 


е de 


f. Se calculează matricea de rigiditate a elementului (ec. 
IV.50). 


Înainte de a aplica euatia (IV.50) vom defini matricea: 


51 


ÎN] = MI 


In aceste condiţii rezultă: 
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KH Hien ass și 


În relaţia de mai sus s-a avut în vedere că bara este de 
rigiditate constantă, având aria secțiunii S şi dV = S dx. 
Rezultă: 


д zi d A дү Т; 4 
=E.S-L i р oiT L-EsL|L JIL L|= 
= 0 = 0||1 0 
L L 
1 1 
x .S[1 -1 
is E. XE 
1 | L|- 1 
EU 


Se vede că s-a ajuns la acelaşi rezultat ca şi în cazul aplicárii 
metodei directe. 


Aplicația IV.A.6. 


Se consideră sistemul format din trei bare articulate ca în 
figura IV.15 şi se cere să se calculeze deplasările nodului 3 
precum şi tensiunile din barele componente ale sistemului. 


Rezolvare: 

Iniţial se numeroteazá nodurile şi barele structurii. 
Numerotarea nodurilor s-a făcut de jos în sus şi de la stânga la 
dreapta. 

În figura IV.15 s-au indicat prin săgeți deplasările nodurilor 
care se pot stabili după numerotarea acestora. 
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Fig. ТУ.15. 


a. Discretizarea structurii în acest caz este foarte simplă 
întrucât fiecare bară articulată componentă, reprezintă de fapt un 
element finit cu câte două noduri fiecare. Pentru identificarea 
uşoară a nodurilor şi elementelor, nodurile s-au numerotat în 
pătrăţele iar elementele în cerculete. 


b. Pentru fiecare element în parte se impune câte un sistem 
de axe propriu în саге axa x este orientată de-a lungul baret, cu 
originea în nodul 1 având sensul pozitiv spre nodul 2. În aceste 
condiții pe baza celor prezentate în paragraful anterior, pentru 
fiecare element în parte se scriu matricele de rigiditate în raport 
cu sistemul de axe propriu. 

Pe baza celor stabilite anterior se poate scrie: 


1 E-S| 1 -—1| [р | E-S|I -1| J] Е-5|1 seu 
k ES Ms "Es К, HS d 
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с. Se stabilesc matricele de rigiditate ale fiecărui element în 
parte în raport cu sistemul de axe general XY având originea în 
nodul 1. 

Pentru obținerea acestor matrice este necesară stabilirea 


unei corelaţii între deplasările (ui) ale elementului i determinate 
în raport cu sistemul de axe local şi deplasările {ч} ale aceluiaşi 


element în raport cu sistemul de axe general. Se propune în acest 
sens o dependenţă de forma: 


(ui) = [т 1: fu} (IV.54) 


unde [T | reprezintá matricea de transformare din sistemul global 


in sistemul local. 
In cazul in care relatia (IV.54), se transcrie in deplasári 
virtuale vom obtine: 


{ба} = [T ] (šu) (IV.55) 
Întrucât lucrul mecanic virtual nu depinde de sistemul de 
axe, rezultă: 


{би} {F} = (ёи) (Fi) (IV.56) 
unde: 

{Е ) reprezintă matricea forţelor nodale ale elementului i 
raportată la sistemul de axe general şi căruia îi corespund 
deplasările {u}. 

(ri) este matricea forțelor nodale ale elementului raportate 
la sistemul de axe local şi căruia îi corespund deplasările lu). 

Din ecuaţiile (IV.55) şi (IV.56) rezultă: 


{би Y {Е}={5и } [r] (Е) (IV.57) 
respectiv 

{Е} = [T ] (ri) (IV.58) 
Dar: 

(Fi) = [|<] (IV.59) 
Din ecuatiile (IV.54), (IV.58) 51 (IV.59) se obtine: 

(E) = DT [ee [T] tu) (1У.60) 


In ecuaţia de mai sus se introduce notația: 
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[к,]=[т]'[к,]{[т] (IV.61) 
care reprezintă matricea de rigiditate a elementului in raport cu 
sistemul de axe general. 

Condiţia de echilibru devine: 


{Е} = [K.] {u} (IV.62) 


În cele ce urmează se va indica modul de constituire al 
matricei de transformare [T] pentru un element de tip bară (î) 
înclinat cu unghiul a față de orizontală, (fig.IV.16). 


Fig. 1V.16. 


Conform figurii IV.16 sistemul de axe хОу reprezintă 
sistemul de axe local iar XOY reprezintă sistemul global de axe. 
Introducem notatiile: 
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Din figura IV.17 se poate scrie: 
ui; = u cosa +v sina 

În mod analog se poate arăta că: 
ui: = u, cosa + v, sin o, 

Se pot scrie deci următoarele relații: 
из =l-u,+m-v, 
и =l-u,+m-v, 

Sau sub formă matriceală: 


ЗЕМЕН КЕНИНЕ 


Prin identificarea relațiilor (IV.54) şi (IV.63) rezultă 
matricea de transformare: 


m-l, x | i (IV.64) 


Având în vedere expresiile matricei de transformare [Т] şi 
ale matricei de rigiditatate a elementului [К°] ale fiecărui element 
în raport cu sistemul de axe local aplicând ecuația (IV.61) se 
poate calcula matricea de rigiditate a elementului )і în raport 
cu sistemul general: 

l 


g. | m 0 1 -1||1 m 0 0 
[К] т |0 1 Е Н 0 1 a 
0 m 
de unde rezultă: 
l -l 
m -m||im 0 0 
[к,]- 251-1 1 | 0 1 4 
-m т 


respectiv: 
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2 2 
E.S| Im m -lm -m 
[K,]-—| |, : (IV.65.a) 
L |- —lm 1 Im 
—Im -m? Im т? 
бап 
cos? a cos a sin а —cos’a X —cosasina 
[к] E.S| cosasina sin'aü —cosasina —$ шп q 
il т, | -cosa —cosa sina cos’ a cosasina 
—cosa sina —sin? a cosa sin O sin? о 
(IV.65.b) 


Pentru a urmári mai usor modul de scriere al matricelor de 
rigiditate pentru fiecare bară componentă a structurii în raport cu 
sistemul de axe general XY, având originea în articulația 1, se va 
întocmi următorul tabel: 


Tabelul IV. 10 


Coordonatele 
nodurilor în raport cu 
sistemul de 


Pe baza tabelului de mai sus şi având în vedere forma 
generală a matricei de rigiditate [K;] putem determina matricele 
de rigiditate ale fiecărei bare faţă de sistemul de axe general X, Y: 


1 2 3 4 grade de libertate 
10-10 WA 
7" L|- 0 1 0| 5 
0 0 0 0|6 
її ж % 6 «T grade de libertate 
t ЖЕ qe 
2 2 2 2 
1 1 1 1 2 
Гоа саа о M. 9r. 2 
кареы Е Е Б. 
2 2 2 2 
1 1 1 1 
-= —— = -l6 
2 2 2 2 
l 2 3 4 — = rade de libertate 
0 0 0 0 Ç 
ep. 1 0 -1/|2 
` LJO 00 0|з3 


0-10 1|4 

Pentru cele trei matrice s-a indicat numerotarea liniilor şi a 
coloanelor corespunzătoare gradelor de libertate ale nodurilor 
barei respective. 

d. Se asamblează cele trei matrice de rigiditate exprimate în 
raport cu sistemul global de axe şi se obţine matricea de rigiditate 
a structurii [K]. 

Presupunem că nodul 1 capătă o deplasare egală cu unitatea 
pe direcţia lui ш. În nodul 1 pe direcţia axei X apare coeficientul 
de rigiditate (reacţiunea) Ку; şi pe direcția axei Y coeficientul 

Primul indice al coeficientului K indică direcția după care 
acționează К iar al doilea indice direcția după care s-a aplicat 
deplasarea unitară. 

Conform figurii IV.18, se poate observa că asupra rigiditátii 
nodului 1 sunt implicate numai barele 2 şi 3. În aceste condiţii se 
poate scrie: 
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К, = Ku + Ки шч. = A 
ABL 2? 
unde: 
К?п, se citeşte din matricea de rigiditate [K,] corespunzător 
liniei întâi şi coloanei întâi. 
Ku, se citeşte din matricea de rigiditate [K,] corespunzător 
liniei întâi şi coloanei întâi. 


Fig. IV.18. 
Respectiv: 
K, = К? + К?л дБ c аа 
э. 2А? 


unde: 

K^», se citeşte din matricea de rigiditate [K,] corespunzător 
liniei 2 şi coloanei 1. 

К?л, reprezintă elementul din matricea de rigiditate [K,] 
corespunzător liniei doi şi coloanei întâi. 

Întrucât asupra rigiditátii nodului 2 contribuie numai bara 3, 
(fig. IV.18) rezultă: 

K un =K'u=0 

K 4-2Ka = 0 

Їп mod analog pentru nodul 3 se obtine: 
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E-S 

K 52K Eee 
2L42 
E. 

Ka = Ka т. за . 
2L42 


Acceptăm în continuare că nodul 1 capătă o deplasare egală 
cu unitatea pe direcția gradului de libertate u, (conform fig. 
IV.19). 


Pe baza celor prezentate anterior rezultà: 


K, = К? + К?» = ЕА 
22L 
К„=К*»+К?»= 5 ES ES 1+ 1 | 
ABL L L 242 
K,-K»-0 
E.S 
K. =K'e=-— 
E-S 
K = К?» =——— 
2/21, 
E-S 
K, -K'o-2-——— 
62 242L 


Fig. IV.19. 
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Fig. ТУ.20. 


Presupunem acum că nodul 2 capătă o deplasare egală си 
unitatea pe direcţia gradului de libertate us, (fig. IV.20). În acest 
caz se poate scrie: 

K, = K^5-0 

K,-K5-0 

K,-K's5c-Ks Eu 


K} =K's +K’ =0 


E.S 
Ka = K's L 
Ka = К'в = 0 


Considerăm că nodul 2 capătă o deplasare egală cu unitatea 
pe direcţia gradului de libertate u4, (fig. IV.21). 
Rezultă următoarele valori: 


K, = К! + К?з 
K, = Kia + Ка = 
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Fig . IV.21. 


К., = K's = 0 
K,, = K'a = 0 
În cazul în саге nodului 3 i se impune о deplasare egală си 


unitatea pe direcția gradului de libertate us, (în conformitate cu fig. 
IV.22), rezultă: 


Fig. IV.22. 
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E-S 
К. = К? ———— 
15 15 2L42 
E-S 
K = К === 
25 2L42 
E.S 
К. =K's=-— 
K,-K'5-0 
E. E 1 
kus e үл" LT ° 1+ | 
L 3b42 L 242 
K. = K'6s + К? LIESS 
21/2 


În final acceptăm că şi nodul 3 capătă o deplasare egală си 
unitatea pe direcția gradului de libertate us, (fig IV.23). 


E. 
K = Ku = – > 
2L42 
E-S 
K, = KA 
2L42 
К, = К!» = 0 
K, = К'а = 0 


Fig. IV.14. 


[K]- 


253 


K. = К!5 + К25 = SI sd 
2LN2 
E: 
K. = Кө +K? = км 
214/2, 


In aceste condiții matricea de rigiditate a structurii devine: 


1 2 3 4 5 6 
Ku +K " Ki» +K р K B K H Kis К 1 
K > HK» K 2 Ka K, K % 


чә N 


Ks-Ks Ka Ki Ks КЇ» 

Км Ka K's Ki 4 

S I M Ks4-K&s K's+K°*s 5 
KK 


© 


Făcând înlocuirile se obține matricea de rigiditate pentru 


sistemul considerat: 


[к]- 


—0.3536 —0,3536 -1 0 1,3536 0,3536 
—0,3536 —0,3536 0 0 0,3536 0,3536 


1 2 3 4 5 6 
0,3536 0,3536 0 0 —0,3536 -0,3536], 
0,3536 1,3536 0 -1 —0,3536 —0,3536|» 
E.S, 0 0 1 0 zi 0 |3 
L 0 -1 0 1 0 0 |4 
5 
6 


e. Se impune conditia de echilibru (ec. IV.38), care in acest 


caz capătă forma generală: 


F, u; 
F, п, 
MEIN 
F, и, 
Е, us 
F, и, 


Având în vedere са: F; = -2Е; Fç = F st u= w = us = u, = 0, 


ecuaţia de mai sus devine: 
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Ё 0,3536 0,3536 0 0 —0,3536 –0,3536| о 
* 0,3536 1,3536 0 -1 -0,3536 -0,3536 | о 
2 
Е, | Es 0 0 1 0 -1 0 0 
PIL] 0 -1 0 1 0 0 0 
-2F —0,3536 —0,3536 -1 0 1,3536 0,3536 ||, 
F —0,3536 —0,3536 0 0 0,3536 0,3536 ||u, 
De unde 

F, —0,3536 —0,3536 

F,| E.S|-0,3536 —0,3536 M 

F, L -1 0 и, 

Е, 0 0 

-2F| E:.S|13536 0.3536 || u; 

F| 1, |03536 03536 |u, 


Din ultima ecuatie rezultà: 


3F.L F.L 
u,=—— si u, = (34242]——.: 
cgi Шш 
Înlocuind cele două deplasări în ecuaţia de mai sus se obţin şi 
reactiunile, din nodurile 1 şi 2, respectiv: 
Fi=-F:F,=-F: F,=3 Е; Е, = 0; 


f. Având cunoscute deplasările se pot determina tensiunile din 
barele sistemului: 


u.—u и ЗЕ 
- bara 1> 6 = C —3-. Ez -- 
L L S 
u, cosa +u, COS Q, — (u, cosa +u, cosa. 
-bara 2> о? = — Š (u: : ) ; F2 
J2L S 


- bara 3> 0° = 0 ( u= u = us = u¿ = 0) 
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Aplicatia IV.A.7. 


Se consideră grinda din figura ГУ.24 pentru care se cere să se 
ridice nedeterminarea şi să se calculeze deformatiile în secțiunile 2 
ŞI 3, precum şi reactiunile grinzii. Se va aplica metoda elementelor 
finite. 


u2 "d шщ n 
ROT S 3 b) 
u 
ud X4 2 u | 
> I X6; x? 
= ^ r — 2 4 с) 
| Кр + 
ХЧ X Te, X 


Fig. IV.24. 


1 


Rezolvare 

Deplasările posibile ale nodurilor grinzi sunt indicate în 
figura IV.24.b. Se acceptă cá în fiecare nod grinda poate obține o 
săgeată şi o rotaţie. 

În figura IV.24 c este indicat modul de discretizare al grinzii 
folosind două elemente de tip bară cadru cu noduri rigide. 

Matricele de rigiditate ale celor două elemente, care pot fi 
privite ca două grinzi dublu încastrate se pot stabili prin metoda 
directă (fig. IV.25). 

Presupunem cá nodul 1 capátá o deplasare egalá cu unitatea 
pe direcţia lui ш (fig IV.25.b). 


Coeficientii de rigiditate in acest caz sunt: 
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| 12Е(41,) 48EI, 6EI, 
à (2L) 81? p 


1 6EI, 
К, = “ү; 
1 GEI, 
K, xi ГЕ ° 

1 6EI, 
K. x L 


Aceşti coeficienți de rigiditate (reactiuni) pot fi uşor calculati 
aplicând metoda forţei unitare. În mod curent aceste reactiuni саге 
apar în condițiile unor deplasări unitare, sunt indicate în tabele şi se 
folosesc atunci când se aplică metoda deplasărilor. 

Acceptăm că nodul 1 capătă o rotație egală cu unitatea pe 
direcția lui u; (fig. IV.25. c). 


Reactiunile care apar sunt: 
GEL, рт 8EL pı GEL . p i 4El 


1 1 
К, =K, ^ L^? 22 L^ 9 = "E ŞI Sage = L 


Procedând in mod analog şi cu nodul 2 (fig. 25. d,e) se obţin: 


1 1 6EI, 1 |. 6EI, 1 _ 6EI, 
К, =K, = Ка =K, Tya S ск 7 Ú Ң 
GEI, 1 1 4EI, 6EI, 
Ku = к = 12 ° K,, =K, = L , Ka =K; m Ú , 
1 SEI, 
K, = L 


În aceste condiţii matricea de rigiditate a elementului 1 în 
raport cu sistemul de axe indicat devine: 


1 2 Zo A Deplasările: 
6 ny Шу, U2, Из, Ш. 


side м 
CoL D > 
EI $8. m 4 
š ©. ОН 
238 
i m “8 4 
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Fig. ТУ.25. 
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Procedând їп mod analog obţinem şi pentru elementul 2 
matricea: 


3 4 5 6 
D 6 m 6 2S 
Ú L Lr 
[ ] EI 4 6 214 Deplasárile: 
Ei. L U4, Us, U 
L 3, U4, U5, U6. 
| ú ejs a 
Ú L 
I m 4 6 


Matricea de rigiditate a sistemului se obţine prin asamblarea 
celor două matrice de rigiditate stabilite anterior, pentru cele două 
elemente ale grinzi: 


1 2 3 4 5 6 
1 1 1 1 
K, K, К; K, 0 0 | 
Ka Ka Ku 0 0 

1 2 1 2 2 2 
K, +K; K, +K, K, Ку 3 

W: 1 2 2 2 
[K]= K,, + Ka K, Ky 4 
Ka K. 5 

2 
к 6 


Inlocuind coeficienții de rigiditate din matricele corespunzătoare se 
obține: 


1 2 3 4 5 6 
GEIL  6EI  6EI  6EI 1 
ГЕ Ж E = E р: É 0 0 
SEI  6EI  4EI 2 
— — — 0 0 
L L L 
18E1 DEI  6EI 3 
Е (o UY = 
[K]- I2EI 6E] 28 4 
L Ú L 
DEI  6EI 5 
$ 1 m "E Po 
4EI 6 
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Asupra fiecărui element acţionează următoarele forte: 

- reactiunile: xot Xo X 51 X. = 0 

- forţele tăietoare ХГ 

- momentele încovoietoare Xr 51 x . 
Este evident cá X4! + X? = 0, respectiv X +X/”= -Е. 

Având in vedere cele de mai sus, (cu notația simplificată I-L;) 
care leagă forţele nodale de deplasări devine: 


6EI 6EI 6EI 6EI 
Ú rn p p Y 0 
ЕІ SEI EI 4ЕІ 
X, $ > : ? > 0 0 u, 
1 L L L L à 
X, _6EL GEL  18E1 йз ы I2EI — 6EI 2 
X,«X/'|| p D E D pu 
X, «X, ED 4EI n 12EI SEI 2EI |а, 
х2 L L L L L У 
3 DEI 6EI 1281 GEIL 5 
X 0 0 == 2 3 2 u 
4 L L L L 6 
i _6EI  2EI GEL 4EI 
LU L LU L 


Ținând cont de faptul cá u, = u= us = 0, ecuaţia generală 
devine: 


GEIL  6EI GEL GEIL 
Ú rr p p н i 
x, 8EI eii 4EI i : 0 
x L L L 0 
2 18EI Ё MEI GEIL 
-F|_ Ú L D и, 
of. 1281  6EI 2Е1 [|а,[` 
2 L Т? L 
X, I2EI GEIL 0 
0 Е 12 | LU 
4EI 
S 1 m = 
L 
Rezultă: 
18EI б _GEI 
Е L? Ú u, 
1281 2EI 
0 >= 0 —— — и, 
L L 
0 | 6EI 2EI  4EI |luc 


L: L L 
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Din care se obține: 
HF FL: а FI 
* 30EFEI ? SEI 


u. =— 
j 90EI ° 


Având cunoscute deplasările se pot calcula reactiunile: 


0 
X, 1 L° 1? u, 
1 GEL 4ЕІ 
X, = 2 ЕТЕ 0 u; 
X DEI GEL GEI|lus 
I? 12 Ú 
Rezultă: 


ı_6EI IIFD 6EI FL 8 
' DL 90BI 12 30EI 15 
„_ GELIIFL 4EI FD 3 
X, ==. +——. =— 
L 90EI L 30E1 5 
, l2ELIIFL 6EI FL 6EL FD 7 


3 


=, p n aF 
D '90El 12 `30ЕІ 12 5EL 15 


261 


IV.3.6. Metoda elementelor finite aplicată pentru 


starea planá de tensiune sau starea plană de 
deformatie 


Rezolvarea unor probleme de stare planá de tensiune sau 
stare plană de deformatie implică parcurgerea aceloraşi etape ca 
$1 în cazul structurilor formate din bare. 

Initial se dicretizeazá structura folosind de obicei elemente 
finite triunghiulare sau elemente dreptunghiulare. 

Pentru calculul matricei de rigiditate a unui element vom 
aplica metoda indirectă. 


IV.3.6.1.Consideratii generale privind 
determinarea matricei de rigiditate a unui element 
şi a matricei forțelor nodale aplicate acestuia. 


Funcţia de deplasări care caracterizează deplasările oricărui 

punct aparținând unui element (ec. IV.40.) devine în acest caz: 
" и(х,у) _ [N «I. 
(= |9) рме) (IV.66) 

unde: 

[N *] - este funcţia matricealá de poziţie a elementului. 

{u} - matricea deplasărilor nodale ale elementului. 
Deformatiile specifice ale unui element pot fi scrise sub forma 
unui vector coloană, denumit vectorul deformatiilor specifice: 


Ci 
E = 
fe} = £y = бу 
Ty Ou ду 
= + LI 
ду Ox 
sau (e) = [B]- (u] (IV.67) 


unde matricea [B] urmează să fie determinată pentru fiecare tip 
de element. 

Aplicând legea lui Hooke generalizată se pot calcula şi 
tensiunile (o): 
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{о}= [D]{e} (ТУ.68) 
o, l v 0 
unde: 105746, t; $1 [D]= E v 1 0 
1-v 1-v 
туу 0 0 EN 


v - coeficientul lui Poisson. 
Matricea de elasticitate [D] pentru starea planá de tensiune 
este o matrice simetricá si poate fi scrisá sub forma: 


D, D, D, 
[р]= D, D, (IV.69) 
D, 


unde: Юу=Е/(1-у?); Dp = vE/(1-v?); D; = 0; р,, = E/(1-v?) Si 
Ds; = E/2(1+v). 

Dacă se iau în considerare şi tensiunile datorită variației de 
temperatură se obține: 

(о) - [n] (sj - te. (1V.70) 
unde {в} este matricea deformațiilor specifice produsă de 
variaţia de temperatură. 

Pentru starea plană de tensiune se poate scrie: 

o: AT 
{в} = 10 AT (ТУ.71) 
0 
unde a este coeficientul de dilatare termică liniară iar AT este 
variația de temperatură. 

Pentru stabilirea matricei de rigiditate a elementului precum 
şi a matricei forțelor nodale aplicate acestuia vom utiliza 
principiul lucrului mecanic virtual: 

= 6L 

Având în vedere expresule lucrului mecanic virtual şi ale 

energiei de deformatie oda (ec. IV.37) rezultà: 


Í {ös} {o}dV = jn) (31) (xjav + f (ғ) (pas (ТУ.72) 
Din soia (IV.67) se obţine: 


{бє} = [Вв 8и) = (8s) = {би} [BT (IV.73) 


Din ecuaţia (IV.66) in mod analog rezultă: 
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{бє} = [N *](8u] > (58) = {5u} [м] (IV.74) 
Înlocuind expresiile deformatiilor specifice virtuale si ale 
deplasárilor virtuale in relatia ( IV.72) se obtine: 


| (šu) [B] [DK(s] -(s,pav = | (šu) [N T saya) {би} [N=] (p)as 
(IV.75) 


Având în vedere expresia lui {e} dată de ecuaţia (IV.67), şi 
trecând termenii din partea dreaptă în partea stângă se obţine: 


|9 [9] [р]вшау-/{ б) [B] [Deja -J NT (хау ji {би} [N] [jd 
(IV.76) 

Introducem notatiile: 
[к.]= [в] Гоувђау (IV.77) 


care reprezentá matricea de rigiditate a elementului şi: 
{F }= [IN] {х}чу + [e] [ne jav + [N] {pjs (тул) 
V V S 


care reprezintá matricea fortelor nodale aplicate elementului. 
In aceste conditii ecuatia (IV.76) devine: 


{би} (к,а) - (E)) - o (1V.79) 


Dar {би} 2 0— [K;](u] - íF) (IV.80) 
Se poate remarca cá s-a ajuns la o ecuatie identicá cu cea 
prezentatá anterior pentru cazul general. 


ГУ.3.6.2. Calculul matricei de rigiditate si a 
matricei fortelor nodale pentru elementul triunghiular 


Elementul finit triunghiular este unul dintre elementele 
frecvent folosite pentru problemele de stare plană de tensiune sau 
stare plană de deformatie, deoarece permite o discretizare mai 
rațională a suprafeţelor cu contur neregulat. 

Considerăm un element finit triunghiular având nodurile 1, 
2, 3, aflat în starea plană de tensiune şi raportat la un sistem de 
axe cartezian хОу, (fig. IV.17). 
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Fig. IV.26. 


Fie P(x,y) un punct din interiorul acestui element care unit 
cu várfurile triunghiului determiná alte trei triunghiuri avánd 
ariile: Si $, ŞI S}. 

Rapoartele dintre ariile acestor triunghiuri şi aria 
elementului triunghiular determină coordonatele arie ale 
punctului P(x,y): 


L, S, S, 5, 


=—,L =—,L ра š 
LL sL (IV.81) 


unde: 
L, +L,+L;=1 
Aria elementului triunghiular in raport cu sistemul de 
referinţă ales se exprimă prin determinantul: 


1 x, y, 
28-1 x, y, (IV.82) 
1 x, y, 
Procedánd în mod analog, se determină şi ariile: S4, S; şi S4: 
1 x y 
28,- 1 xs y, 228,- | 2 Yaj |Х an y _ 
1 Хз h| X h| X Уу, 
хз У; 


= х,у; - X3Y2 +х(у, - Y,) * y(x, –х,) 
Folosind notatiile: 
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Di > Xs- X25 41 = У - ys Si r1 = х›уз - X3y2 (IV.83) 
rezultá: 
А 2S, = r1 + х + ру 
In mod analog: 
l x у 
2S,= x, y,=2S,=r,+q,x+p,y 
l1 x, y, 
unde: 
r, -X,y,—-X,y, Qd,-y,-yi,Sip,-2x,-x, (IV.84) 
Respectiv: 
l x y 
25,=П1 x, у,|—2$,=г,+а,х+р;у 
1 x, у, 
unde: 
(IV.85) 


N r-Xy-yiiq-yi-ysp-X-X 
In aceste condiţii coordonatele апе 1.1, L, si L, capătă forma: 


L, = it dt + iy 


2S 

_ r, +9,х+р,у 
Buc s (IV.86.a) 
Б. r, +q,X + py 

2S 
sau sub forma matriceală: 
L, 1 г q p,||l 
L, - < г, q, р, |5 х (IV.86.b) 
L, г, qj Р; | (У 


Matricea deplasărilor nodale ale elementului considerat (fig 
IV.26) poate fi scrisă sub forma unui vector coloană: 
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(9-17 


Funcţia deplasărilor oricărui punct din interiorul 
elementului considerat devine: 


{г} =. 7 т Ë п, | 
V xy) у, V, Va 
Din ecuaţia de mai sus rezultă: 
Г L, L, 0 0 А (IV.88) 
0 0 0 L, L, L, i 
Funcția deplasărilor devine: 
{г} - m d PT + uL, + б (IV.89) 
(х,у) viL; +v,L,+v,L, 
Înlocuind în ecuaţia de mai sus, coordonatele L4, 1 si L rezultă: 
{г} E ren es xe +а,х+р,у)+и,(т, + q;x +р,у) t u,(r, + qux + i 
2S | v,QG, * qx t py) + v,(r, t q;Xx + p;y) + V(r; + q,x + py) 


L 
L, = [N*J(uj (IV.87) 
L 


V (x, y) 


Deformatiile specifice ale elementului devin: 


ди, 
=, Ox qu, *q;u, *q;u, 
OV y) 1 
{e} =] Ey (= ду >fe} m piv, +р,У, +P3V3 
Ys Ou, 3 Ov T р.и, * p;u, +р;и, *tq,v, +q,V, +d,V; 
Oy Ox 
(IV.90) 
sau sub formă generală: 
u, 
u, 
q 9 4 00 0 
(}= lo o о T 
e = 23 Pi Р, Pal: (IV.91) 
p, р, рз d qd qd; а 
2 
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de unde rezultă matricea [B] (ec.IV.67): 
1 q «m ç 0 0 0 
[B] = 2s 0 0 0 p, р, р; (IV.92) 
p, p, p d,qd qd; 


Având cunoscute matricele [D] şi [B] se poate calcula 
matricea de rigiditate a elementului (ec. IV.77). Acceptánd cá 
elementul este de grosime constantă b rezultă: 


[K;]- [B] [b] [B] ^-s (IV.93) 


Introducem notatia: 


D, De D, 
[р] кр D, D, (IV.94) 
4.S А 


unde [D] este matricea de elasticitate pentru starea plană de 
tensiune definită prin ecuaţia (IV.69). 

Efectuând produsul matricelor din relația (IV.93) şi având în 
vedere relația (IV.94) se obține matricea de rigiditate a 
elementului triunghiular de ordinul 6x6, care poate fi 
compartimentată, după cum urmează: 


[к] -| са = °| (Ыт = 1,2,3), 


(ТУ.95) 
unde submatricele indicate mai sus sunt: 


K = D 'uq,q,, + D'spip,, + D'i (ар + 9р!) 


Kum = D 'sqiq, + D 2рр, + D's(qip, +Чыр,) 


K = D uq q, + D ap p, +D q p. + Da Q.D, 


(IV.96) 


uv,lm 
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În final pot fi determinate şi matricele forțelor nodale ale 
elementului. Astfel dacă se iau în considerare numai sarcinile 
masice distribuite pe unitatea de volum şi aplicăm ecuaţia (ТУ.78) 
rezultă: 


L, 0 
L, 0 
T L, 0 x, 
e) = [per ау = Ја e Hx lov ЧУ 7) 
0 L, 
0 L 


x 
x 
FS elg (IV.98) 
3 X 
X 
X 


Sarcinile distribuite pe suprafata elementului se iau in 
considerare prin rezultantele lor aplicate in nodurile elementului. 
Se vor analiza urmátoarele cazuri: 


- Sarcina distribuită liniar pe aria secțiunii transvesale (fig. 


IV. 27). 


Forţele rezultante care acționează în nodurile elementului 
triunghiular |1 |2 |3 |, conform [15] sunt date de relaţiile: 


NL eS 


h. 
6 (2p, * p3) 


(IV.99) 
b 


h. 
-(2р, + p;) 


N,- б 
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Fig. ТУ.27. 


- Sarcina uniform distribuită ре aria secțiunii: 


p-t-h, 
2 


Dacă p: =p =p > №, = №, = (TV.100) 


Aplicația IV. A.8. 


O placă din otel cu grosimea de b = 3 mm este încărcată cu 
două forte concentrate ca în figura IV.28. Să se facă un studiu al 
stării de tensiune, aplicând metoda elementului finit. Iniţial placa 
se va discretiza în două elemente triunghiulare. Să se compare 
aceste rezultate cu cele obținute, dacă placa se discretizează în 4 
elemente, 8 elemente respectiv 12 elemente. Se dau: E = 2.10 
MPa, v = 0.3. 

Rezolvare 
Nodurile s-au numerotat de la stânga la dreapta şi de Jos în sus. 
Sistemul de axe general la care se raportează structura, a fost 
notat cu xOy. 

Se parcurg următoarele etape: 


I. Se calculează matricele de rigiditate pentru fiecare 
element şi matricea de rigiditate a plácii. 
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š = 5000 N 


Е F2 = 2000 N 


Fig. IV.28. 


a) Se stabilesc coordonatele nodurilor elementelor în raport 
cu sistemul de referinţă ales; 
x = 0 ; уг =-15 mm 
elementul => x,j=50mm; у = -15 mm 
x, = 0 ; y|, = 15 mm 


elementul => x4=50mm; ул= 15 mm 


b) Se calculează parametrii p,q folosind ecuațiile (IV.83), 
(IV.84) şi (IV.85); 


р = х; - х) = -50 тт; qi = у - уз = -30 mm 
elementul — p=x -x= 0 ; ф=уз-у = 30 тт 
рз= х2 -X1 = 50mm; 4з = у-у = 0 


P2 = X; - Х4 = -50 тт; q = у4- уз = 0 
elementul => ра = х - хз = 50mm; q4 = уз -у = 30mm 
рз =X4-X2= O; q3 = У - ya = -30 mm 


с) Se calculează matricea de rigiditate [D ] (ec. IV.94) care 
este aceeaşi pentru ambele elemente; 


[р] — 3:210 e 
[n]|-22- — ———|03 1 0 
4.8 | 4.50.15.0,91 
0 0,35 
Se obtine: 
5 
раро sede a 2,198- 10 N / mm? 
4. 750: 0,91 
5 
D»-Da-— 7 5.06510 N/mmn 
4. 750- 0,91 
D's = 0» = ру = 0» =0 
5 
pas 28 0,35 = 0,769.10? N / тт? 
4.750. 0,91 
4) Se calculează elementele submatricei Къ pentru 
elementele ŞI (2) folosind prima ecuație din sistemul 
(IV.96): 


K.A =D iqi +Dsp'i +2D qip, 2219816 -900-076910 .2500-39.10N/mn 


Кы» =D qq, +D pip, +D (qp, +%р) 22219810 -900=-1978210 N/mm 


Кыз = 07199 +D spip, * D'is(q;ip, +9р) =-0.76910'.2500=—1922510'N/mm 
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1 


Kan Kaa =—1,9782.10° A 
nm 


Кы» =Duq2+D'sp2+2D ap, =2198-10 -900—19782- 10 N/ mm 
Кыз =K,., -Duqq, *Dspp,*D'(qp,qp,)-0 
K,, 5 ER AC ==-1,9225-10° ind 

i mm 


Кыз 7DuqsDsp-2D qp, 20769-10" 2300 =1,9225-10N/ mm 


x . 1 
Cu aceste elemente se formează submatricea [Kuu |: 


3,9 —1,9782 -1,9225 
Кы =105|—1,9782 1,9782 0 
—1,9225 0 1,9225 


În mod analog se face calculul şi pentru elementul ey; 


м2 = Du q, +D,, p, 42D, p,q, = 0,769- 10° 2500 —1,9225- 10^ N / mm 

un = Кыз = Di, q,q; + Das рур, + D (дур; +q,p,)=0 

an "Kus = Du qq, * D, p.p. * Di (дур, * q4p;) = -0,769:2500-10° = —19225- N/mm 
мм "Kou 2 Du qq, * Ds рур, * Di (аур, +q4P3) = 21978210 N/ mm 

a» = Du q, +D,, p, 42D, p,q; 21978210 N/mm 

Кын =D; q, *D, p, +2D,, ра, 239-10 N/ mm 


ло лл Ж 


Se formează astfel submatricea: 
1,9225 0 —1,9225 


[k..] -16* 0 1,9782  —1,9782 
-1,9225 -1,9782 3,9 
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e) Se calculează elementele submatricei Kuvim pentru 
ambele elemente folosind a treia ecuație din sistemul (IV.96): 


K r Did. +D, p. +D,, qip, +D piq, ==2,142.10°*N/mm 


uv,l 1 


Кл» = D,, qq: +D pp; +D,, 4р, + D дур, =-L1535 10° N/mm 
Ku К = D, qq, + D., рр, + D, qp; + 4р, —-0988510 N/mm 
Kr -D, 4,9, - D4 рр, +D,, 4р, +D,, ар, 2-069885 10 N/mm 
Kus = э + Dp, +D, q.p, +D дур, =0 

Коз =D, 94, + D, р,р, +D dp, + D, 4р, =0,988510 N/mm 


@) * 2 * 2 * * 
K v33 =D; q; +р,, р; +D, 9р; +, Qq;p, = 0 


Ka = Di К +D,, рур, +D,, азр, +D,, 4р; = -1,1535-10° N/mm 


K = D,, q4q; +D рур, +D азр, + Da 4р; = 1535-10 N/mm 


a Loi à 1 A 
In aceste condiții matricea [K,, | devine: 


2442  -11535 — 0,9885 
к," |=10°| – 0,9885 0 0,885 
-11535 11535 0 
respectiv: 
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2,142 —09885 —11535 
I| =|—11535 0 11535 
— 09885 09885 O 


În mod analog se calculează si submatricea [К]: 


Ko = D, 4 +р, p, + D,, 4р, + D. q;p, =0 

K. = D, 4,9, + D,, p.p, + D, 4р, + D,, q;p, = 1,1535:10 N/mm 
Kan = D, 49, + D, p.p. + D,, 4р, + D,, q;p, —0,9885-10 N/mm 
ER E D, qq x D,, p.p 4+ D, q,a 4+ D., b 4р, =—1153510°М/ тт 
K. Pa = р, „d + D,p nom D,, qp, + D, dp , =—0,988510 N/mm 
Кшз =D; q; +D p, +D,, аур, +0, q.p, =0 


Kn = Di 9,9 + D,, рр; + D, q;p, + D,, dp; =—0,98851 О № тт 


Kus D, qua; +D рр; +D,, 9р; +D,, др, --11535.10 N/mm 
Ка =0р, а, *D4 p, +D, бр, *D's 9р, 2242.10 N/mm 
Se obtine: 


0 11535 -11535 
Ik."|-10| 09885 0 — -09885 
-09885 -11535 2142 


respectiv: 
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0 09885 -09885 
Ik." =10 11535 0 —11535 
-11535 -09885 2142 


f) Se calculează elementele submatricelor [Km] pentru 
ambele elemente aplicánd a doua ecuatie din sistemul (IV.96): 


Кын =D, q +D, pj +2D pq, 2687-105 N/ mm 

К, -K,4 -D4 чч, +0, pp, * D, (qp, +%р,) - 0,6921-10 N/ mm 
Ко» -K,4 Dia ча, +D,, pp, * D (q.p, -q,p,) = 495-105 N/ mm 
К» -D4 q; * Dj p, *2D, qp, -0,6021-10* N / mm 


1 


K. = K. = D, а,а, + D5p,p, + D,, (q;p, + 43p2)=0 
Кз =D, q; +D,, p, 42D, дур, = 5495-10%N/ mm 


Matricea [K,,!] devine: 


6187 —0,6921 —5,495 
k |=10° -0,6921 069231 0 
-5495 0 5495 


Ín mod analog si pentru elementul (2) 


Kua = Dy 9, + D, p, + 2D,, p,q; = 5,495. 10^ N / mm 


Ku = Eu = р,, 9,9; F D, P:P; F ”,, (а›р, +q,;p,)= 0 
K. = E = D, q;q, +D P:P, +0, (qp, +9.р,) = 5.495: 10° N/ mm 
Ka =D} q; +D p, +2D аур, = 0,6921. 105 N / mm 


2 Q) * * * 
E =К ыз =D; qq, +0, pp, + Dos (фр, *q4p;) =—0,69211 ON/mm 
K u = Das q; +D,,p, +2D,, a,p, = 6,1871-10°N / mm. 


VV. 


Matricea [Kn] devine: 
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5,495 0 —5,495 
[к.. | =10 0 0,6921 0,6921 
_5,495 0,6921 6,1871 


Matricele de rigiditate ale celor două elemente capătă forma 
generală: 


3,9 — 1,9782  — 1,9225 | 2,142 — 1,1535 ~ 0,9885 
— 1,9782 1,9782 0 | — 0,9885 0 0,9885 
k]-io|-19225.. 0 19205 -11535 11535 — 0 
2,42 —0,9885 -1,1535 | 6,187  —0,602] -5,495 
— 1,1535 0 11535 | — 0,6921 0,6921 0 
— 0,9885 0,9885 0 | — 5,495 0 5,495 
| 1,9225 0 —1,9225 | 0 1,1535 —1,1535 | 
0 1,9782 —1,9782 | 0,9885 0 — 0,9885 
jk J- 105 72922519782 39. — 09885 -11535 24142, 
Ë 0 0,9885 -0,9885 | 5,495 0 — 5,495 
1,1535 0 — 1,1535 | 0 0,6921  — 0,6921 
| -1,1535  — 0,9885 2,142 | —5,495 -0,6921 6,1871 | 


Matricea de rigiditate a structurii are dimensiunile (8x8) 
intrucát in urma discretizárii structura are opt grade de libertate (4 
noduri x 2 grade de libertate pe nod). 

Dupá cum se vede matricele elementelor au dimensiunile 
(6x6) intrucát fiecare element are sase grade de libertate. 

II. Asamblarea matricelor de rigiditate ale elementelor si 
formarea matricei de rigiditate a plácii. 

Pentru asamblare este necesar ca matricele fiecárui element 
să fie mai întâi extinse la dimensiunile (8x8) şi rearanjate pentru a 
corespunde cu matricea [К]. 

Având in vedere că deplasările u4 varespectiv u, v; nu sunt 
incluse in matricele elementelor (2) şi respectiv (1), matricele 
extinse ale acestora devin: 
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39 -1,9782 -1,9225 0! 2,42 -1,1536 -0,9885 0 

-19782 1,9782 0 0 -0985 0 09885 0 

-1925 0 1,9225 0 -11535 11535 0 0 

PORT. E NE NEN: САШЕ б 0 _ 0 0 

2,42 — -0,9885 -L1535 0 6,87  -0,6021 -5495 0 

-1,15335 0 14535 0 -06921 06921 о O 

-0,9885 0,9885 0 0 -5,495 0 5495 0 

0 0 0 о 0 0 о о 
о 0 0 0 о O 0 0 

0 19225 0 -19225 0 0 11535 —11535 

0 O 19782  —19782| 0 0,9885 0 —0,9885 

0 —19225 -19782 39 0 —0,9885 -11535 2,142 
[КЫ ПК emos с кысыл ete I QN S é ш. 
о 0 0 0 о о 0 0 

O 0 09885 -09885 0 5495 0 —5,495 

0 11535 0 -ы55 0 0 0,6921 —0,6921 

0 -11535 —0,9885 2,42 | 0 -5,495 -0,6921 6871 


Prin insumarea celor douá matrice extinse se obtine 
matricea de rigiditate: 


3,9 —19782 -19225 0 | 2142 —11535 —0,9885 0 

—1,9782 3,9 0 — 1,9225 | —0,9885 0 2142  -11535 

—1,9225 0 3,9 -19782 | —11535 2442 0 —0,9885 

kao. ы ЖАКЕ ы ык ж 
2142 -—09885 —1,1535 O _ 6187 —0,6921 -5,495 0 

-1,1535 0 2,142 0,9885, — 0,6921 6,1871 0 -5,495 

—0,9885 2142 0 -1,1535 | —5,495 0 61871  —0,6921 

0 —11535 —0,9885 2142 | 0 — 5,495 —0,6921 64871 


III. Calculul fortelor nodale 

Întrucât se neglijează forțele masice şi influenţa 
temperaturii, matricea generală a forțelor nodale este formată 
numai din reactiunile din nodurile 1, 2 şi 3 şi din forțele Е F, 
aplicate în nodurile 4 şi 2. 
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Ecuația generală de echilibru devine: 


F: 39 —19782—19225 0 2142 -11535 -09885 0 
—2000 —19782 39 О  -19225-09885 0 2142 -L153 
F. -19225 0 39 —19782—11535 2142 О —09&8 


5000 d 0  -—19225 -1,9782 39 О  -09885 -11535 2142 


Fy 2142 -09885 -1,1535 0 6187 -06921 -5495 0 

Б, -11535 0 2142 -09885 -06921 61871 0 —5495 
Ey —09885 2142 0  -L1535 -5495 0 61871 —0692 
0 О  -11535 -09885 2142 0 —5495 —06921 61871 


In relația de mai sus s-a avut în vedere cá ur = us = Vi =və>= vs = 0 


IV. Calculul deplasárilor si al reactiunilor 
Din sistemul de mai sus se pot calcula deplasările 
necunoscute: uz, U4, ŞI Уд. 


—2000 39 —1,9225 -1,1535 u, 
S000! _ .-1925 39 2,142 u, 
0 | 535 2442 6181 Tv ^ 


u] [0,0013939 
u,| |0,0165026 

- [mm] 
v,| |-0,005453 


Având cunoscute deplasările se pot calcula si reactiunile: 
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F. =-275 N 

F, =—2725 N 
F, =-137,14 N 
E, =136514 N 
F. =—1228 N 


V. Calculul deformatiilor specifice. 
Cunoscând deplasările nodurilor se pot calcula deformatiile 
specifice (ec. 67) pentru fiecare element: {£} = [B fu}. 


Pentru elementul 1) ре baza relației IV.92 rezultă: 
-30 30 0 0 0 0 


[B']= 2 0 0 0 —0 0 50 
1500 
-50 0 50 -30 30 0 


de unde: 
0 
E, 0,0013930 
—30 30 0 0 0 0 
£ 0 
, =——| 0 0 0 —0 0 50| 
y | 1500 0 [2 


-50 0 50 -30 30 0 


Ф 


0) 


Ф 


e, 0,278 


Yay (1) 
Pentru elementul 2 


0,0013939 
0,0165026 


0 
& | =— 0 0 -50 50 0| > 
1500 


ү) -50 50 0 0 30 -30 


E, 0 30 30 0 0 


—0,005453 
0 
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E, 3.3 
= 4 £, = 4—1,82 p.10“ 
Ys 3,9 


VI. Calculul tensiunilor. 
Aplicând ecuaţia (IV.68) rezultă: 


u 5 
: -MÜ O3 1 0 0 10“ = 
0,91 
s о о 035|| 0 
а) 
G, 610 
= Jo, -4184,[MPa] 
ИТ 
respectiv: 
sw 1 03 0 3,3 
= — 03 1 0 |..—1,82 10 => 
i 0,91 
5 0 0 0535 3,9 
(2) 
б, 60,5 
O = < —18,3 ; [MPa] 


у 


30 


ХУ 2 (2) 


Trecând la discretizări într-un număr mai mare de elemente 
creşte precizia în ce priveşte calculul tensiunilor şi 


deformaţiilor, în schimb problema devine mai 


implicând folosirea calculatorului. În figurile IV.29, IV.30, şi 
ГУ.31 sunt prezentate cele trei variante de calcul luând în 


considerare discretizările cu 4, 8, şi 12 elemente. 
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Rezultatele obținute pentru aceste variante sunt prezentate 
in mod sintetic în tabelul IV.11. 


Tabelul IV.1g1. 


|Nr.elemente | п, [mm] | u, [mm] | v, [тт] 
|. 8 | 0007935 | 00342 | -0,01668 | 


Fig. IV.29. 
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Fig. 1V.30. 


Fig. IV.31. 
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